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本 书 汇集 了 “数学 分 析 ?” 方 面 的 也 题 和 反例 500 多 个 ， 全 韦 
共 八 章 ， 内 容 有 数列 、 函 数 、 微 分 、 积 分 ， 级 数 、 一 致 收 率 、 多 
元 聊 数 、 重 积分 与 参 变 量 积分 。 每 一 章 分 为 三 部 分 ， 第 -部 分 提 
绍 而 领地 给 出 了 该 章 的 基本 概念 和 主要 结果 ， 第 二 部 分 是 问题 ， 
包括 解法 ， 第 三 部 分 是 反例 ， 

本 书 所 选 的 问题 和 反例 比较 典型 ， 难 度 适 中 ， 构 思 新 颖 ， 解 
法 精巧 ， 富 有 启发 性 ， 书 中 不 少 问题 和 反例 直接 选 自 国 内 外 学 者 
所 做 的 工作 ， 本 书 对 正确 理解 “数学 分 析 ” 的 基 本 要 念 ， 谷 据 
4 数学 分 析 ” 的 基本 理论 和 技巧 很 有 好 处 ， 

本 书 可 供 大 学 、 大 专 数学 系 师 生 、 数 学 工作 者 参考 。 对 那些 
即将 参加 理工 科研 究 生 考试 的 同志 也 有 参考 价值 。 

由 于 编者 水 平 刻 腿 ， 因 此 一 定 有 很 多 不 当 或 错误 之 处 ， 敬 请 
读者 批评 指正 。 


搞 者 
1988 年 2 月 于 云南 大 学 
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上 全 各 尝 下 中 中 办 加 上 委 昌 肿 居 后 中午 中 时 由 由 昕 中 中 了 肝 中 用 虽 本 中 早 苹 灶 时 四 渍 胡 二 国王 羡 直 是 年 昌 让 有 本 二 相间 相遇 间 是 机 和 本 呈 生 (432) 
tr (dn) 


第 七 章 多 元 到 娄 weeteeseeeeeeteeeeeeeiniee 


基本 概念 和 主要 结果 rr， 上 量 蛙 昌 球 轩 了 出 晤 四 唱和 由 轩 和 了 中 {dd58 7 
人 ) 


问 如 页 昌国 学 也 举人 阳 部 昌 暂 曲 哮 国 屋 血 音 评 古 证 旦 二 四 愉 而 直 宇 和 有 单 因而 呈 恒生 生 


上 例 是 由 首 地 事 烛 吧 当 器 当量 此 申 旧 让 学 四 六 让 学 帮 中 下 天 和 主 下 二年生 于 机 相生 本 C479) 


第 八 章 ” 午 积 分 与 参 变 量 积 闪 pe {508) 
医术 概念 和 主要 结果 te 8) 


问题 stoss [ee 《号 了 二 了 


到 从 [LITTLELRLTITNHELNTLN NILNLNLN NETEE (Sd) 


第 一 音 数 列 
基本 概念 和 主要 结果 


识 陈 述 如 下 ， 

设 .4 是 某 些 对 象 的 任 一 集合 (简称 集 } ， 若 e 是 4 的 元 素 
《简称 元 )》 ， 则 记 为 eeE4。 和 荐 Ga 不 是 4 的 元 ， 则 记 为 e 全 4 
设 了 P(x》 是 菜 一 与 x 有关 前 条 人 忻 ， 所 有 符合 这 个 灯 件 的 事物 

所 组 成 之 集 ， 用 {x : 六 (x)} 来 嘎 示 。 不 含 任何 元 的 售 称 为 空 
的 子 集 ， 或 称 4 和 包含 于 瑟 ， 也 叫做 包含 4， 记 作 .4 忆 日 或 日 二 
寻 ， 若 CB 并 且 BC 4， 则 称 .4 与 召 相等 ， 记 作 4= 8B， 

设 4，B 是 两 个 集 ， 由 集 A 同 集 B 的 一 切 元 所 组 成 之 集 称 为 
有 4 与 B 的 并 {或 并 集 ) ， 记 作 4 UB。 所 有 虹 般 于 .A 又 坟 于 8 的 
元 组 成 之 集 称 为 .A 与 B 之 交 或 交集 ) ， 记 作 .4 1 8B， 

于 


为 了 本 章 及 后 面 谷 章 的 党 要 ， 我 们 把 有 关 集 论 的 一 些 基 础 知 


才 册 呈 ={ 芝 区 人 4 于 关 和 有 让 
ANB={x: xEAHBExEB}. 

车 4Nn 2 = 中 ， 则 称 A4 与 B 不 相交. | 
“自然 ， 并 生 交 的 定义 可 以 推广 到 - - 般 的 情形 ， 


! 4 = :有 有 CE 了 和 和 人 
uJ 


EI Au={% ;对 一 切 9EJIT 有 *E€ .Aon}， 


其 中 «是 集 的 指标 ， 它 在 某 个 固定 的 指标 集 了 中 变化 。 

由 集 4 中 不 属于 的 那些 元 的 全 体 所 组 成 之 集 称 为 4 与 也 之 
闭 ， 记 作 ANB， 即 

A\B={x% :xEAHRXER}., 

车 5 :28, 则 称 差 $ 8B 为 B 关 于 5 的 补 集 ， 若 包含 集 5 已 经 济 将 
地 指明 或 由 上 下 文 能 够 理解 时 ， 误 简称 SB 为 B 的 补 集 ， 

设 .4 与 妃 者 是 非 空 售 ， 一 切 可 能 的 有 序 偶 〈a， 8) “其 中 
a € 4，685E 了 ) 所 组 成 之 集 称 为 4 与 妃 的 直 积 ， 记 为 4 x 8， 
类 侯 干 两 个 集 的 走 积 ， 可 以 定义 任意 多 个 集 的 直 积 ， 

设 4， 如 是 两 个 非 空 集 。 若 依 一 定 的 法 则 f， 对 每 个 x € 
4， 在 召 中 有 一 个 确定 的 元 y 与 之 对 应 ， 则 称 / 是 定义 在 4 上 而 
在 BB 中 取信 的 映射 《通常 称 数 集 到 数 集 的 映射 为 西数 ), 记 成 : 
4 万 ， 六 将 * 与 y 的 关系 写成 y = / (x)。 我 们 称 4 为 了 的 定 
义 域 ， 称 六 (4)={FCx) x EEA} 为 /的 慎 域 . 

设 给 定 上 映射 : A 一 BB 而 B= / (4)， 则 称 了 是 由 4 到 如 上 
的 注射 。 如 果 对 每 个 》E 2， 仪 有 唯一 的 x & 4 使 得 f(x)= 
y， 则 说 /有 递 映射 /~' 车 4，B 为数 集 ， 则 通常 称 :为 / 
的 反 沙 数 ) 。 当 缺 射 / : 4~ 卫 有 逆 映 射 时 ， 就 称 / 是 一 一 睫 
射 ， 并 称 .4 与 吾 成 一 一 对 应 ， 当 集 4 与 召 成 一 一 对 虚 时 ， 称 它们 
互相 对 等 ， 我 们 把 互相 对 等 的 集 归于 同一 类 ， 不 对 等 的 集 不 属于 
间 一 类 ， 对 这 样 的 每 类 集 予 以 一 个 记号 ， 称 这 个 记号 为 这 一 类 集 
中 每 个 集 的 势 或 基数 ， 集 4 的 势 记 为 4 于是， 相互 对 等 的 集 
4，B， 就 具有 相同 的 势 ， 即 4 = 8. 

营 集 A 与 不 对 等 ， 但 集 B 对 等 于 集 4 的 某 个 子 集 ， 则 称 .4 
的 势 炎 于 台 的 势 ， 或 8 的 势 小 于 4 的 势 ， 记 为 4 号 ， 或 号 < 
-和 
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我 们 用 和 代表 正 整 数 的 全 体 ， 芳 集 4 对 等 于 入 ， 则 称 4 为 可 
数 集 或 可 列 集 。 此 时 ， 记 有 4= 上 事 ， 读 作 “ 阿 列 夫 零 ”，。 可 以 证 
明 ， 和 任何 区 间 中 的 一 切 有 理 数 所 成 之 集 是 可 数 亿 任何 区 间 中 的 
一 其 代数 数 所 成 之 党 也 是 可 数 的 . 

若 人 4 的 势 大 于 可 数 剑 的 势 ， 则 称 它 为 不 可 数 近 或 不 可 列 
集 。 例 如 ， 区 间 [ 0 ，1 3 为 不 可 数 集 。 对 等 于 区 间 [50 ，L 0 的 性 
何 集 称 为 上 其 有 连 终 统 的 势 的 集 ， 若 集 4 具 右 连续 统 的 势 ， 则 记 为 
二 = 步 ， 读 作 “ 阿 列 夫 ”、 、 

本 书 主 要 涉及 + 维 欧 氏 空 间 R* 的 于 人 乐 ， 前 六 章 主 要 涉及 RR : 
的 子 党 。 

性 取 a E 玉 1， 称 售 有 ce 的 任 一 开 区 间 为 a 的 一 个 开 邻 域 ( 简 
称 邻 域 )》。 设 记忆 忆 !，a EE， 若 存在 4 的 某 个 邻 域 (a ，PB)， 
使得 (a，8B》CC 玉 ， 则 称 a 为 玉 的 内 点 ， 坟 的 一 切 内 点 所 成 之 
集 叫 歼 下 的 内 三 ， 礼 为 . 若 话 ="， 则 称 记 为 RR! 中 的 开 集 ， 

设 CR!，w€R!, 车 a 的 性 一 分 域 均 合 有 E 的 无 穷 多 个 
点 ， 则 称 a 为 五 的 聚 点 。 云 的 一 切 聚 点 所 成 之 尝 称 为 已 的 恒信 ， 
记 成 严 " 。 称 EUE' 为 EF 的 闲 和 外 ， 记 为 上 。 区 的 导 集 EE' 的 一 切 
认 点 所 成 之 集 称 为 玉 的 二 附 导 集 ， 并 记 为 E*， 高 阶 导 集 可 以 类 
似 地 定义 ， 称 ENE' 中 的 点 为 E 的 现 立 点 。 车 EE' 己 晴 ， 则 称 玉 
为 闭 纪 。 若 已 = E'， 则 称 瑟 为 完备 集 ， 

集 瑟 叫 徐 有 上 异 (下 界 ) 的 ， 是 指 存在 常数 奢 (m)， 使 对 一 
期 六 ER 有 XxX 所 M(x 全 I)。 克 的 最 小 上 界 《最 大 下 界 》 称 为 玉 
的 上 确 界 (下 确 界 ) ， 记 作 

sup FE (linf 五 )， 

脆 有 上 界 又 有 下 界 的 集 称 为 有 界 集 ， 

Weierstrass 卫 点 厌 理 有 界 无 穷 集 必 有 聚 点 。 

车 举 互 的 闭 世 包含 集 4， 财 称 瑟 在 4 中 笛 密 。 特别， 若 集 五 
在 空间 尽 ! 中 入 审 ， 则 称 它 在 丸 :中 处 处 稠密 ， 若 党 妃 的 闭 包 不 包 
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含 任 何 非 空 开 集 ， 则 称 它 在 尽 : 中 无 处 稠密 或 为 琉 亿 ， 

一 个 捍 思 做 第 一 纲 集 ， 是 指 它 可 形成 可 数 个 芒 沫 的 并 集 ， 不 
是 第 一 多 的 集 ， 就 称 它 为 第 二 纲 集 . 

直 绥 上 的 任何 非 空 开 集 筷 可 表 成 《并 且 是 唯一 的 方法 》 有 限 
个 或 可 数 个 两 两 不 相交 的 开 区 闻 的 并 。 这 些 开 区 闻 称 为 GG 的 将 成 
区 人 间 。 坦 钱 上 的 任何 非 空 闭 集 环 是 由 整个 数 轴 去 掉 有 限 个 或 可 数 
个 两 两 不 相 变 的 开 区 闻 而 得 到 ， 这 些 开 区 间 称 为 瑟 的 邻接 区 局， 

可 宕 成 可 数 个 开 集 之 交 的 任意 集 称 为 05 集 ， 可 吉成 可 数 个 
闭 集 之 并 的 尾 意 集 称 为 Fo 全 ， 

所 谓 集 五 的 一 个 并 斤 瘟 ， 是 指 这 样 的 一 组 开 集 {Ga}， 这 组 
开 集 的 并 沫 包含 事 ， 这 时 ， 又 称 {Ga} 履 盖 区 ， | 

党 五 町 化 紧 的 ， 是 指 五 的 每 个 开 斤 盖 含有 名 的 有 限 子 材 冀 。 

Fleiene~Borel 有 限 覆 瘟 定 理 ”有 界 闭 尝 的 任何 开 覆 盖 必 有 有 
展 子 覆盖 ， 

所 谓 实 数 华 刀 的 一 个 Dedekind 分 割 ， 就 是 将 刀 中 的 元 素 分 成 
. 两 个 子 集 x* 和 yy， 且 满 足下 列 条 忻 ; 

《1T) 无 与 7 都 不 空 ) 

oi XNY= 中 } 

Qi》 每 一 个 属于 天 的 元 小 于 工 中 的 所 有 的 元 ， 称 元 为 刀 的 
前 息 ， 了 为 万 的 后 舱 ， 且 将 五 的 分 割 记 为 〈 人 ， 了 7) 。 

Dedekind 分 割 标 理 全体 实 数 只 :的 任何 一 个 分 割 人 人， 了 
只 能 要 从 证 有 最 大 数 ，Y 无 最 小 数 ! 要 么 多 无 最 大 数 ,. 民有 最 小 
数 ， 即 对 品 ! 的 任何 一 个 分 制 (车 ，Y》， 必 存在 唯一 的 实数 a 
E 中 !， 司 对 任意 的 和 天， 了 ETY 有 

XE 或 XY， 

玉 ! 的 子 集 鼎 称 为 替 测 度 集 ， 如 果 巨 能 够 包含 于 有 限 个 或 可 
数 个 开 区 闻 之 肉 ， 而 这 些 开 区 间 的 总 长 度 可 以 任意 小 。 由 这 个 定 
义 立 即 准 知 ， 零 测度 集 的 任何 子 集 也 是 一 个 零 测度 集 。， 有 限 个 或 
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可 数 个 鹤 测 度 集 的 并 也 蚌 一 个 零 测度 集 特别 ， 玉 :中 任何 有 上限 
保 或 可 数 汪 前 是 零 测 度 集 ， 

设 有 一 个 关于 沫 巨 上 的 点 < 的 例题 p(x)。 如 果 有 巨 的 零 测 
度 子 集 4， 合 Dix) 在 BE5、 A 上 植 成 立 ， 则 称 b(x》 在 E 上 几 
平 处 处 成 立 ， 

有 关 集 和 测度 的 进一步 材料 , 读 才 可 矢 春 C4]，[1 纺 或 C19， 

我 们 再 简要 地 介绍 有 关 数 列 的 一 些 基本 究 念 和 性 质 如 和 下， 

所 谓 实 数列 “简称 数列 ) ， 是 指定 尽 在 正 束 煞 集 六 上 的 函数 
车 对 nEN， 有 (fH) = xna， 习 惯 上 以 管 号 {xn} 囊 示 数列 
上 六， 有 了 时 也 串 示 为 <1，< az， 光 。 /的 值 xs 电 合 数列 的 项 ， 

数列 fx 小 称 久 为 极限 ， 是 指 对 任意 >>0， 存 在 moE 
N， 使 当 # 之 1 时 


jxn-x|<es。 
这 时 称 {xs 收 策 于 关 ， 记 为 


lim xs 或 N00) 
noo 


车 {x 对 不 是 收 证 的 ， 则 说 它 是 发 数 的 ， 
数列 的 极限 运算 满足 算术 运算 法 则 ， 
极限 的 比较 法 加 设 lim XH = im yn= C0， 六 


XZn Yn 


网 lim zn= ¢。 


HN 


数列 {xw} 称 为 Cauchy 数 列 , 是 指 对 任意 8 之 0 ,存在 n。 EN， 
人 鳄 mW，# 之 7 时 
EA 
Cauchy 政 雍 准 则 ” 数 贡 {xw} 收 伍 当 且 仅 当 它 是 Cauchy 数 列 、 
了 


x 称 为 数列 {xnj 的 极限 点 ， 是 指 存 在 子 列 {xn,}， 使 


= lim Xe 
R309 


什 域 有 界 的 数列 出 敌 有 界 数列 . 

RBolzano-Weierstrass 定 理 有 界 数 列 必 有 收 敦 子 列 . 

数列 {xwj} 叫 散 单调 增加 (或 递增 } 的 ， 若 对 9 二 二， 
有 xnssxnstl 由 区 单 调 减 少 《或 递 碱 ) 的 ， 若 对 站 = 1 ，2 0 
有 xnzzxn+l。， 单 调 增加 数列 和 单调 减少 数列 统称 为 单调 数列 ， 
单调 有 输 原 王 ”递增 《递减 ) 有 上 界 〈 下 界 ) 的 数列 必定 收 
化 

Canter 区 间 塞 定 环 设 [os，5 (2 = 1， 2，…) 是 一 列 
闭 区 间 。 又 设 


(Tarls BITCCeny bn CH= 1 2 "*), 


CY mp 一 ca = 0,， 


网 存 在 唯一 数 *。 Lans Bn] C n= 1], 2， ce 和 
设 {x 小 是 一 数列 ，oma = sup {xx} (bn= inf {xx})， 于 是 
hn kh 


re i (Chibi dn Pn}, 称 lim | {lim bn) 
和 fH -和 十 呈 


为 数列 {xsj 的 上 〔 下 ) 粮 限 ， 记 为 lim 。 x。 《lim xn)， 


二 一 人 


显然 ，lim xn 存 在 当 且 仅 当 Tim Xn 与 jim xn 存在 且 相 


HH 
等 ， 此 时 

lim xs= lim xn= lim x 

| no i 


州 - = 二 


间 题 
31. 设 21， dy 1 gsm 是正 数 ， 证 下 


站 ;Ge . 


人 > TT {1) 


这 是 著名 的 #4 人 沾 正 数 的 算术 平均 值 不 小 于 几何 平均 值 ， 这 
个 不 等 式 有 着 广泛 的 应 用 ， 我 们 给 出 三 种 证 明 ， 它 们 分 别 局 于 
Dianarmdacs 的 ， Kong-Ming ChongG560 利 和 Kerbergrc217。 


Ortagt+ :tan 


证 法 1 令 4 ton, 


Cn = (GOOn) 多 


其 中 at 《1sys 安 m) 全 为 正 数 . 
对 = 字 ，4: 关 如 :显然 成 立 。 
种 1 = 机 成 立 ， 则 4m 之 Cn。 于是， 
1 Tn 
A= mt I Am oan, AN!) 


Am+it = 


人 > CAn AN sD CGmG)Y 


藻 
= 1 mn 1 , 


+】 Li 


从 而 4m 之 GCm+rl， 破 《1) 成 并 ， 


证 法 2 显然 ，〈1) 中 等 号 成 立 ， 当 且 仅 当 a 1 = a = 
= 可 全 令 
n= 


位] 十 全 旦 十 十 时 mn 
一 - -一 
说 


不 站 拒 ai 和 Ci 之 司 安 an 上 ci 4%n， 则 显然 有 
站 i A 
因而 . .nm (a1 + an™ An) 二 《al 一 -any > 0, 
(2) 
n = 2 时 不 等 式 〈《1) 显然 成 立 ， 


设 n 一 1 时 《1) 成 立 ， 
由 于 cz， Tay "yg dn- tar + oan— -i 的 算 杰 平均 但 基 .i， 


其 
Os tastmtan rtartonT A _ 1 
Ho 1 -人 
故 宙 归纳 法 假设 得 
1 ai 十 所 ma 一 .da 
由 《2 得 
dkai + on — An oadsman-1 
TCR 2s dm- 1 
6 +ds+T t+ an 一 一 一 
并 nn PV/ aor.an 要 
证 法 3 设 a 为 一 正 数 ，1 是 大 于 1 的 下 整数 。 容 易 验 证 
(a ln-C1+toa+toa t+ Js0， 
或 以 直下 一 CI En-1, 《3 ) 


且 不 等 式 除 0 = 1 外 是 严格 和 的。 令 


_- er 和 一 1] 
a=( altartemtan) ， 
并 
峙 由 《3》 得 到 
+art* On" so 名- 1 
(于 So (tn) 


逐次 应 用 这 一 公式 得 到 


te tn), (te 


号 本 全 -2 
O10: (-2 ) > 


S01 Un 
即 1 十 和 Tan 
' | > oon dy, 阳 曙 


2, 证 明 Cauchy-Schwarz 不 等 式 : 


如 水 [i 
(Var bi) EC Pon 2 bi) 
中 =1 =1 =1 


证 注意 ， 对 xE€R! 篆 有 


1 
之 (Cayx + ba) ?> 0 , 
和 1 
府 -本 中 
令 4= 全 | oF B= 1 Opbys C= > bi 于 大 
由 = kh=1 R= 1 


Ax: + 2Bx+ 人 C0. 
不 妨 设 4>0， 令 x = 一 百 74， 贡 有 


Ba-4C<S0， 


此 即 Cauchy ~ Schwarz 不 等 式 。 . 
3, 证 明 Minkowski 不 等 式 ， 


[| 癌 性 
CB) Cort bE Da + (mb) 
中 = . R=1 上 = 
证 注意 
Li [| 着 哩 
at b= Dotto bit 2 2 arbs 
R=1 R=1 R=1 k=1 
据 Cauchy -Schwarz 不 等 式 
Yarbye Da ED bt, 
h=i R=1 R= 
得 到 


[| 六 同 攻 出 
WY 0+b) Vat PI bit2( ai) D1 DO 二 
kh=1 k=1 hs=1 =1 R=1 


| 辽 
=[(Sai) 去 +( SO) 去 ]2， 
k=1 去 =1 


此 即 Minkowski 不 等 式 ， 
4. 证 明 lim 1+Y2+m4n 
tH -ho 他 
证 因为 


1 十 寺 ,+ we 十 1 i Ft 
并 + 
nn 
St, 
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所 以 


和 办 
1 2 "+ 


容易 证 明 ， im “yn < 1 。 因此， 由 比较 法 则 好 得 
lim 1 工 + 必 2 tt YR) 
震 -二 及 


9, 设 01， yay ry aw 为 个 正门， 证 朋 


lim /amtoat+ e+ drm axftaly Gr oo Gm}: 
拓 = 


证 令 A=maxtal，4as，-…，Gm}， 则 有 不 等 式 
* 一 A gto"+ we + Mm A 和 mn, 
固 lim Ym= 1， 故 


A 下 


站 . 


6. 设 os>0; 且 lim -2 一 = 了 >1。 证 朋 


和 二 放 要 + 


lim aa= 0 .， 
| 


证 因 lim 一 2 = 了 >1, 故 存在 正 整 数 m ， 当 站 人 > pi 


| 下 + 1 


了 时，an/0ny1> 1 ， 内 而 dn 疡 Gny13 你 ， an 人， 故 数 到 {an} 单 
亩 递 碱 且 有 下 界 ， 因 而 收效 ， 令 


lm gs 1。 
= 


出 于 cn = {owl cai * O13 厅 以 当 nn co 时 两 边 取 极 梁 ， 邯 付 
二 和， 


ii 


1 


p= 1 2 “so 
1 + ” 


IE 
7 卫 o = 1 让 


证 明 数 列 {xa} 收 敏 ， 并 求 出 其 极限 ， 
证 晶 然 ， 对 任意 正 整数 4 ，- 汪 <<xn<< 1， 其 次 ， 对 任意 正 


, 驶 数 n， 吕 ， 有 


1 | 


Xnritk™ N+1 = 和 


7 上 


_ 莹 人 1 


Cx 1 +xn) 


[x 和 一 区 | xn 一 xn| 
将 十 1 二 n+1 | CI Fal ti) 


< - 1 一 Xnl = 
C1 to) 


< (xc ne | 
4 好 Y 了 | 性 +1 
< 过 (31) | 一 所 2 Co) 0 oo), 


因此 ，{xs} 为 一 Cauchy 数 列 ， 故 收 人 第。 令 


lim xn= 了 
-5 


并 在 fnt1 = 二 -一 的 两 端 取 极 限 ， 即 得 a = (V5 - 2 /2。 


+ 8 给 定 杖 正 数 e :与 六 tal>51)， 作 出 其 等 闫 中 项 
as= (ay+ 61/2 与 等 比 中 项 b=V a1b1， 一 般 地 令 
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Gil = (ant bn) /2 与 bi = VonPs 
证 明 lim ow 与 lim pn 崩 存 在 且 相 等 。 
证 ”由 题 设 推 知 


qlatb)/2 = b=V a ,>b,, 
qaqa >ta tb) /2=0 b=V ab: 
>b: Di 
用 数学 归纳 法 可 证 
Ga er San > (ont Pn) /2 = on 
bn = Vanba> > il 


即 数 列 fow} 音 调 减少 是 有 下 界 28;，{n 直 单调 增加 上 且 有 上 界 c:， 放 
它们 都 有 极限 。 令 


lim oan= a lim b= 6, 
[2 上 | 


并 在 等 式 2an41 =0n+ bn 的 两 端 取 极限 ， 得 a = 5。 
9. 设 a>0，6 半 0，a1= (a +b/a )/2， 一 般 地 ，aw:1 = 
Can+ b/an) /2. 证 天 数列 {an} 收 仑 并 求 出 其 极限 ， 


证 由 题 设 知 os>>0 (n= 1;， 2，"…)。 又 ， 
ai = (Van- VBIVen /2+V bi b(n=1,2,"°), 
于 是 ， gnri ~ On= (bh/on~ on /2 0, 
因此 ，{an} 是 单调 减少 的 有 界 数 列 ， 故 必 收 化 。 设 
lim on= 了 >V b> 0, 


Ea 
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并 在 等 式 cw,, = 《as+b/on)/ 2 的 两 端 取 极 限 ， 即 得 上 =V 5b， 


故 
lim ov =V 6b. 
和 = 一 
t， 给 定 实数 cs，aliy， 并 令 
Go tn 1- 3，3 
2 
证 明 {ow} 收 证 ， 并 求 出 其 极限 ， 
证 因 
gs 6 二 站: a 人 ft ous, a, = 2 0, a 
2 2 2 
鼓 oo Uy™ Us 三 下 
必 全 
G0 = 3 生生 全 本 
由 此 得 到 
何 一 池 1 三 一 1 eb 
dsm ,em nn (Di 
从 而 


ena -开本 1 i) 


特 -1 


St a (— "1 1 - 一 ! 
3 2 


了 学 


于 是 oo (— 1) "i 


2m 1 
因此 ，{c 4 收 敏 且 lim an= +， 
ft 记忆 
1 设 491 记 0， LF -3(1+an) 1 二 1，, D vi, 
3 + Un 


证 明 {ow} 收 敛 ， 并 求 出 其 极限 ， 
证 车 co; =V 3， 刚 an=V 3， n= 1，2，…， 故 


lim ovu=VW3。 


辣 到 已 避 


现在 考虑 辅助 函数 


3(1+x) 


i (x)= 3 十 式 


显然 有 cwi = ff (an)， 并 三 了， ff 在 x 六 0 丸 可 微 ， 且 


YX) 三 ~>0， 


.6 
(3+x)’ 


故 上 在 《0，+eco) 上 严格 递增 《关于 利用 导数 来 判断 函数 的 单 
调 性 ， 诸 读者 参 帮 第 三 章 ) ， 


若 ci<TY 3， 出 


m= to)c<r V3) = 一 - -一 一 -V3. 
3+1 3 


由 数学 归纳 法 立即 可 得 ae< 1 3 (HH=1,， 2， …) ,再 由 


3 to —- {3 +0), 3 -0 


iT Sn 3 tn S$ +an 
就 可 以 断定 {en} 是 递增 的 有 界 数列 。 
者 ac, >1A 3 ， 出 


gf) > V3) =3， 
用 类 似 于 上 面 的 作法 得 到 {on} 是 递 焉 的 有 界 数列 ， 
综 上 记述 ，{aej 收 化 ， 令 


lim oan= a 
Le 


并 在 con; = 3 -0 -两 端 取 极 限 ， 即 得 a -V3 » 


12 。 ea 站 站 【二 
3xn 十 如 


2，。 吓 )。 证明 {x 中 收 伍 ， 并 求 出 其 极 查 ， 
1 让 由 屿 设 可 币 xo>0(8=1，2，…)， 


当 % 守 了 计 全 时， 
(+a) -了 (人 3c) 
3X 十 立 3y7+ a 


x ICS (Cxy- G) :十 0%— 1 0, 
(3xt+ ao) (3y + oa) 


法 函数 六 (x) = 人 二 50) 在 (0，+oo) 上 是 递增 的 。 于 是 ， 


3x2+ 
著 0<xi<Wa， 则 


0 x (430) -1AT， 0<xwicIG。 
马 如 十 如 
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义 由 于 


2 (C0 — Xn 
H+ Tn 二 En ” ) ”0，, 


9x 十 如 
因此 ，{fxs} 是 遂 增 且 有 上 上 界 的 数列 。 
车 Ya 所 x,， 则 同 理 可 证 ，{>s 是 递减 且 有 下 办 的 数列 ， 
综 上 所 述 ，{tx 中 收 侣 。 念 


lim Yn= Fy 


时 一 局 


并 在 zw = "Cs +30) 两 端 取 极限 ， 即 得 


Bx + 
1=Va. 
13, 诬 0 六 0 ，xi= SVG Xn= Ya xn (n> 1), 证 明 


数列 {xs} 收 化 ， 并 求 其 极限 . 


3 一 
0 < x 一 4 0 3 
设 0<<xz<xn-， 则 
OLKxprl 2 oO xp OU NR- hs 


故此 时 {xe} 递 减 且 有 下 界 ， 
当 昌 这 1 时 ， 有 


3 
和 2 其 区 二， dada = 1 
设 4Xp 字 Xp-1 则 
a xys = MW aXp YY a Xp 1 = Nye 
二 


故此 时 {x 中 递增 且 有 上 界 。 
z 17 


因此 ， {xw} 收 证. 设 lim xn= 站， 出 


lim wa= [= lim SYyaxn1i= al, 
即 症 =ar。 因 1 >0,， 故 [=1a， 
14， 设 al，as: 是 实数 ， 仿 
Gn= Posit+ Hans 《下 一 人， 和， 其 中 pp 冤 
0, 39>0, P+94=1., 证 明 {o。} 收 人 鳅 ， 并 求 其 极限 ， 


证 依 题 设 ， Cr (1 Gan-1+ Hon-2? 
走 en 一 ae- 一 一 日 《0g-] 一 中 -2》 二 "二 《一 可 ) itgr ~ a0), 


从 而 


Gn™— O01 二 (an™— Om-1) + (0% 1 — On-2)+**r+ (gs — a1) 


= m2+(~ O30)+r l(a a) 


_ -1 
:= 工 一 (一 1 一 《aa 一 CGI 1 
1 十 总 
一 《一 了 中 ~ 
即 oo 《ax 一 和 十 CI。 


再 P，32>0，p+a= 工 ， 故 | 4 | 之 1 ,于 是 ， {an} 收 
化 ， 且 


lim 站 区 = 全 二 4 + 上 0! = EE 
器 -各 必 + 六 1 + 要 


15、 设 数列 {xw} 满 足 条 性 1 


lim (xn— Xn-2)= 人 0。 


Ed 
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证 显然 ， 我 们 只 要 证 明 lim = 一 = 0 即 可 ， 注 意 ， 


[ 
咏 和 台 一 > CXat— Noit_ 1) tp 
i=1 


1 


| 
0 十 人 (Xi Kofta)y 
i= +1 


者 
tl 三 > (Ya6+1 — Xs_1) + Xi 
jl] 


+l 3 (XX2itl — Kat-1)s 
三 村 十 1 


其 中 :to， # 为 尾 意 正 右 数 。 因此 有 


Ei lessl lt 5 ET (C1) 


2 训 1=Po+1 

因 已 州 lim 《Ya 一 Xn-a) = 0， 故 对 性 给 的 & 0， 存在 N;， 使 
当 # 字 和 Nt 时 ， 醒 有 

[xs— Xn-2 [<E/2. 


在 《1) 中 令 #o= Ni， 恒 有 


i 类 
1. > [xf | < 


.二 < 一 二 ， (2) 
2n t=ny+l1 2 2 
取 定 NN 之 局 ， 取 NN :充分 大 ， 司 当 玉 > 六 :时 有 


[xs | < 
pe 2 
于 是 当 nn >max{Ni， 入 :} 时 ， 由 (1)， 《2) 和 恒 得 
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|* 2n| < 妃 


2 
因素 Iim xzn/2n = 9。 同 理 训 证 lim xowy1/(24+1)=0， 吉 
[1 - 悉 口 心 No 
得 lim xn/n= 0。 
年 


16。(C3tolz 定 理 1)》 设 {os} 是 趋 于 零 的 数列 ，{5w} 是 递减 站 
于 零 的 数列 ， 则 当 


lim Qn Un+1 
oo pv 一 Cnt 


存在 或 为 + ce 时 有 


. a . qu- 
lim 2*= lim -+i1, 


证 先 设 极限 有 限 且 等 于 7 ， 由 对 任 邓 上 > 0 ， 存 在 正 整 数 
m， 使 1 之 mm 时 


r- ec rte, Bn- rmi>0s. 


因此 ， 当 #4 之 当时 ， 

(Cr — eb- bar) an- on T(r + Ebn- bnr). 
把 二 依次 换 成 2 + 1，n + 2,…，7 + 如一 1 并 把 所 得 结 时 相 
加 ， 得 就 到 ; 

Cre) bn- bap a inv (rr + 6) bs- Dns). 
令 p->co 取 极限 ， 技 假设 有 cas 0 ，poas> 0 ， 故 得 

(r — eho + ejbne 

册 于 ba 是 焉 的、 所 以 当 半 区 赤 时 有 
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-| < 或 tm = 
bs roo bn 
另 一 方面 ， 如 果 


。 好， 一 如 
lim tl + o0, 
Ho tL 


闭 双 可 议 找 到 由 ， 使 1 字 扣 时 COn— dn D/P, — psi 守 扩 ， 而 
天 可 以 任意 大 。 如 上 一 样 地 论证 可 得 
如 现 一 anip> K tbn— nt * 
由 此 ， 当 # > 时 on 之 Kbn 误 0n/bn 记 KK、 
于 是 


lim _ Sn = oo, 
a 圣 


17 。 《stolz 定 通 2) 设 0n< eni1 {#=1, 2,， 


lim bn = +oo, 
Ee sl 


‘) 日 


则 当 lim 下 一 + 存在 或 为 + oo 时 有 


lim _en -= lim Ln Emi 
及 -0 本 志 Ro ban— On- 


证 ”党 设 极 限 宪 在 且 等 于 s， 则 对 任 给 的 8 盖 0 ， 存 在 正 整 
数 n,，， 使 当 ## 守 nn 时 


a < 


bn bs- 1 


于 是 对 nn 守 ns， 有 
Cs ~ bn bre) Cen on-1 < Cs + (bn™ bn-1). 
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因此 
Cs 了) (bo bn) Can- on (s+) Cu- bno). 


亦 即 当 #1 半 no 上 肘 
E On™ On, 2 
_ + 一 。 
+3 
注意 ， 
On no -Sbn,. 《1 no , 
bn 性 性 bn — 后 
所 以 当 7 半 #0 时 
dn s < Gno ~ 5 ban, Un™ Un 
bn Dn bn — bn 
dn 一 5 bn, 
-0 十 二 ， 
< pn 2 
取 正 堤 数 nm' ,充分 大 ， 合计 ni 时 
Cos 一? bno| Ee 
‘bn < 了 
于 是 当 呈 >>maxfne， 9 路 时 
dn _ lim -ca = s- 
| 


另 一 方面 ， 如 果 Cow 一 0n-1)/ (bn 一 ban-1) 庆 二 oot 六 09)， 
则 对 充分 天 的 mn 有 
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0n 一 Ge-i > bn™ bn-1. 
岗 此 当 pnw> + co 时 an + co， 且 数列 {cnj 对 充分 大 的 # 必定 是 严 
格 递增 的 ， 这 样 ， 我 们 就 可 以 把 上 面 证 明 的 结果 应 用 于 pw an; 


lim Be = lim ooa = 0， 
和 恬 罩 No dn U1 
因此 lim -= 十 oc, 


Li 一 天 局 导 性 
ll+V2trY3+tm+t Yn) 


neoo 
证 令 xs=1+V2+3Y3++t+ yn， 


Yan= 和 = 2 


由 Stolz 定 理 2 


1 +V2+3 tm+t Yn 1 


iim 


Li 


19, 庄 必 之 x* 之 1， 
ee ， 证 明 lim nxs= 1. 


He 


证 由 数学 归纳 法 知 ，0 二 x»< 1。 于 是 


Xnil=Xn Cl -xn) tn=1, 2, 


Ot =(1 -x 1 Cno= 41, 2, ses 


蝇 


所 以 序列 {x 时 单调 递减 且 有 有 下界 ， 从 而 lim xn = * 存 在。 在 递 
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推 公 式 两 边 令 # -~co， 得 
人 二 《1 ~ XX) 3 


所 以 六 = 兴 , 念 pn 出 lim bn = 十 oo， Bb <bnrit 捅 三 
1 ， 2 es 利用 stolz 定 理 2 ， 我 们 有 


lim mxa= lim -二 =- lim (n+1) 二 下 
Ho 和 蕊 下 on brn-1— 下 
= jim = lim (1 x) =1 
= xn) =1, 


“Ho Dar — bb, 和 全 | 


20， 设 lim an= aa 可 lim ac = + ce， 证 册 


0 和 ~ 
4 如 | 十 好 十 rr 十 妆 - 
lim 一 一 一 一 -im en 
to 性 HH -> om 


证 法 1 邻 Xn 1 上 2 二 Yu= Hrs Yn = Ons 
yn” Yan-1t= 1。 利用 Stoliz 定 理 ， 有 


Jiin ot tan lim > - lim RY Hl 
由 其 * A | 
= iim bme 
和 cm 


qi 十 站 十 +d Wt i 
证 法 2 全 am 三 一 一 一 一 -一 一 - -二 ， 先 设 lm an= ay 册 对 
-人 + | 内 , ; 


任 纵 >>0， 存在 正 整 数 n,， 当 了 之 Wo 时 
laos al<e, 
设 nos 出 


站 


hn 出 
过 一 如 < | > (eol + >) 《一 站 
好 | k= 1 下 = 二 1 
ty _ 
< | 本 (mao) + Ne Arse, 
大 R=1 灶 大 


tp A 
其 中 4= | 3 (oir—- oa)| 。 XX， lim 二 = 用， 故 
k=1 no 性 


lim Tn 一 人 
fn 


再 设 lim an= +co， 舍 
， Sn= tT s+ 
对 手 给 的 财 >>0， 存在 #o， 使 当 # 计时 ， on 二 3 MM， 于 是 


RY 一 
加 和 人 1 好 
-和 一 0 rt- 一 一 -) 
i 路 Nn 


好 0 


Ds 
好 


Th 
> +3M(l- 
疗 


天 


又 四 一 0， 1 -一 上 1 (aco) ， 故 可 到 正 整数 ”全 


1 前 当 上 #4 守 1' 时 ， 恒 有 


从 
[SrcM 1 -> 上 
i 2 "1 2 


于 是 ， 当 # 沁 nn 时 僵 有 一 2 之 MM， 由 此 可 知 


+ ey : 如 | 二 有 > 十 十 避 
lim 中 去 lir 一 - 1 一 + eo, 


人 09 灶 用 全 3 天 
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21。 设 {oe} 是 不 减 的 数列 ， 令 


_ 好 1 十 这 十 十 他人 
mm 


证 明 ， 车 lim csw=a， 则 lim o,= ae。 
村 一 et 圭一 


证 因 对 任意 站 的 有 0n<ansl， 故 


好 1 十 加 十 was 二 好 Pi 
On ne €1) 


今 固定 上 ， 并 令 站 六 am， 册 


记 
i 
= VY q+ ntitonit + om 
Hr 


LA No,, (2) 
| 四 


这 里 4= 2 ov 在 (2 ) 中 令 四 ceo， 可 得 


a = lim onmzzans 
Moo : 


再 由 (1) 式 可 知 ，on<&0n 伟 0。 再 令 n oo， 即 得 


lim gn= Ga, 
a 


22, 设 {34} 是 烤 列 ， 仿 am= Sn Sn 1 Os 三 《58 十 了 1 re 十 
sw 六 有 + 1)。 证 明 ， 着 
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二 一 


TE Fr 


| 


lim nan= 0, 
[| 


间 {onj 收 伐 ， 则 {s 叶 也 收 教 ， 吾 


lim sn= lim co。 
行 二 村 -rc 


证 易 证 


sn on=— 5 Bh oxs 
1 


利用 9%tolz 定 理 2 ， 有 
各 十 1 


>] Rar ba Ron 


拓 
im 一 二 lim 
Neo H+ 1] kSl Ji 


-ea 一 一 一 -一 二 了 


= im Cnr) on1= 0。 


Ls 
将 一 Hen 


2 。 变数 列 {cnj 收 全 ， 且 anm>0D (ph=TI，，2，… 。 证 明 


1 , im Worasmdn =lm Ona 
Er ne 


证 机 lim on= og， 国 0n 守 0， 故 09 守 90， 


[a 


若 a>0， 则 lim la on=1lao。 于 是 由 本 章 问 题 20, 得 到 


lim 1 (In G1+ln gre + Inon) = ing, 


-cw 
由 此 可 知 . 
— ogi +ilngs 二 十] 
lim na ae = li 人 
HH -已 NM 一 二 Cp 


一 已 蜗 芋 二 
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者 G=D， 则 lim ¢-1n an) = + oo, 故 计 本章 问题 20， 


-Co 


lim 二 -lna-ln ou-in an) = 十 oo。 


开 一 co 旺 
由 此 可 知 
-一 (-lnei-laog -~1n,) 
lim Yas dsman = lim € 
-oo0 bo 
=0= lim on, 
Mr tt 


注 在 证 明 过 程 中 ， 我 们 利用 了 函数 In x 和 e" 的 连 编 性 ， 
24。 设 {os} 是 正 数列 ， 且 lim 一 生存 在 ， 证 明 ， lim na 
也 存在 ， 且 


里 ——— bl 可 
， lim ans= lim 一 
1 甫 二 oo0 站 和 


证 令 D =ad1, bs = g/day *"y ba= Onian-1s hb 由 本 章 
问题 23， 得 


lim wy bi byrmbs = Jim bo 
[rt "+ 1 no 


。 一 - | 。 避 
即 lim ans= lim —?-.= lim -1, 
天 一 eo 1 Ro Un k's 


25， 设 dn 了 0 bn 天 bb (Nc)， 令 


c = 上 (Cab + asbn-1 rr: 十 总 ye 
大 


证 Cop Ch -oo0)。 
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1 nn 
证 co 二 人 0 bray+i 


= Cap- a) brnpt i D abnps 
i | 


上 =1 
: b+ bit+em+b 
= 工科 (a a) brpritar st ml, 
R=1 Li 


因 {5s} 收 航 ， 故 有 界 。 设 


15 SM CH=1, 2, '"),， 

则 

1 HB (gy- a) burs 

nl 

<M - , 
由 au a 推 知 an- a -> 0， 从 而 [en- 41 0 .于 是 数列 {| en- 
ea |} 的 平均 数 的 极限 亦 为 零 ， 又 ，bs> 8 《nso)， 故 得 平均 
数 的 极限 也 趋 于 五 。 
综 上 所 述 ， 得 到 lim cu=ab， 


20， 设 lim 站 二 在 证明 
伍 -和 已 忆 


， 站 | 十 2G9w 十 ea 十 天 全 a 
lim -一 一 一 一 一 一 全 
人 中 2 


证 因 lim cs= ae， 故 对 任 给 上 > 0， 存 在 六 1， 使 当 直 人 
NI: 时， 有 
lan- al<sy/ 2。 《1 
又 因 
29 


nia nn{n+1lya 可 
2n2 on: 24 


tt 


nz 2 
所 以 
好 1 十 20+ +*** 二 +n dn 避 
并 了 
< (ai 一 在 )》 十 和 (Ga 一 t+ ap- a) 1al 
时 


< | (a T2000+ GI)+m+t Nitdwn,— a) | 


1 2 
| Wm tn 0 | Ll 
2 ! 2n ~ 


《之 
因 《2 ) 式 有 有 庙 第 一 项 与 第 三 项 的 分 了 是 定 值 ， 故 存在 入 ，， 和 使 
当下 全 六 时， 保有 


《Bi 一 在 )》 十 2《Gz 0)++t Ntan,— 0) < 
ns: 4 


lal (3) 
20 旺 


对 子 〈《2 )》 式 右 端的 第 二 项 ， 我 们 由 〈1) 可 得 
CNi+t)(om ri 0) 7+ n(n 0) 
nz 


件 1 = 
en 一 1 
< i klar ol" 

(4) 
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将 53) 与 《4) 缔 侣 起 来 ， 便 有 


Oi 十 20 十 十 振作 如 
i Ej， 


其 中 1 o = max{N , N:}, 邯 


Gi+t a0 ttnan 了 


lim , 
Rpo 2 2 
27， 设 {9s 为 一 数列 ， 上 且 
Lim 《Garl 一 On 二， 
和 一 


3; as 


求 lim 时 和 lim p=1 


Wr a MH 一 
TY 扩 六 


解 令 X= +1 一 ns 


凡 
之 xz 人 1 
yo 2 


三 lim xs= 了 ， 故 lim y。= 1 《参看 本 章 问 题 20)。 于 是 


后 和 po 
lim ~ .= dim nt = 了。 
及 -oo 村 -oo 天 十 卫 
同样 ， 若 令 
央 LU 
> Dp (Op+! — Dp) Tn -> Cy 
1: b=1 oy 过 P=l1 - _ 


则 由 本 章 问 题 26 可 知 


lim /= 
no ” 2 
[1 
fp 好 了 1 
。 p=1 一 和 -一 
因此 ”lim 一 im nm 
28， 设 co>0 (=1，2，…) ， 县 
lim -一 < =0。 
oo TH+t1 十 Cnr C1» 
证 明 数 列 {owj} 雹 界 . 


证 《 反 证 法 ) 役 {2 避 有 和 界 ， 记 


lim an= js 十 cos 
| 


因 aas>>0 CH=1，2， m=) ， 故 Ws0。 由 (1) ， 存 在 正 整 
数 mo， 本 当 #8 这 1 时， 便 有 
站 机 < 一 二 
Quw+1l 十 Ga+2 2 
I 
On {Gpti + Onra) » 


故 an<max{dnris Gnrz} CH) (2) 


由 (2 ) 壕 代 递 推 ， 可 知 对 于 任意 正 整 数 点 ， 均 有 
Own max {on, tks Uno+kt! }. 


因 an, 之 0， 套 由 《3》 人 恒 知 邓 > 90， 亦 如 


(3) 


lim Un = HT 站 


| 1 | 
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按 宅 义 便 知 对 手 & = M/2 而 育 ， 有 正 整 数 几 及 一 串 递 增 的 正 整 
数 mne， 满 足 ， 贡 过 i 有 旦 Nico (1 一 co) ， 以 及 
an<3M/2， 当 21 守 m 时 ， 
aon >M/2 {f=1, 2 +*"), 
这 样 一 来 ， 便 有 
网 =M 


二 一- 三 ”三 a 1 
Cnr+it Gne+2 Ta 3 Ci 1, 2， )， 
2 2 


比 与 已 知 条 件 〈《1) 发 生 也 盾 ， 所 以 数列 {aw 无 界 。 
29, 证 了 本; 对 于 任何 实数 到 {on}， 下 述 条 性 


#1 E22 #0 
和 时 本 另 ee 
《4 im 了 ea 
一 oo 把 
和 
时 1 ta 人 、 
a =” [上 
{Hy lim ee Ye 了 一 如 
| 上 
是 等 价 的 。 


证 (4) = 一 全 〈 有 ) 。 设 《4) 成 立 ， 因 收 竹 数列 的 任何 
子 列 都 收 贷 ， 且 极 恨 相同 ， 故 〈 妃 》 成 立 。 

《8B) -> (4) 。 为 简化 记 法 ， 我 们 令 

Cr avr, Ei}=e ye, Fs 
因 |cr|=1， 获 “ 

|s CfiR) -5 (1)|Sk, 

现 座 条 人 忻 (BB》 成 立 ， 并 记忆 = 二 肯 ， 式 中 全 二 衣 夺 27y 

则 
33 


3 (Cm) 5 | 
1 


s{m) s(n’) ] 


了 Hs 


sn) sn?) 站 1 1 
+ | 一 ) 


了 nt 


因此 ， lim (Se s(n =0 
SAM} 
好 oo 。。 必 


30， 设 x1E€f0，12， 下 2 全 


py iy # 为 偶数 ， 
基 败 三 


一 3 为 痛 数 。 


问 ， 数 列 {xs} 有 多 少 个 极限 点 ? 
解 因为 


ja; i | "x 
人 一 一 -| 一 -一 | 区 _ 一 -rr ， 一 一 一 - 一 ”一 -一 
:wm 全 2 2 如 Fi z 


所 以 xxz/3， Xm 173 (neo), 亦 即 数列 fw] 有 两 
个 极限 上 ， 1/3 和 和 21/3。 
31， 讼 {xn} 是 有 界 数列 ， 而 且 


lim (xnri 一 xy 二 站。 


性 一 司 忆 
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证 尖 ， {x 由 的 阳 点 的 集合 是 [ a， b1， 其 中 


d= lim ww b= lim xn. 
HH -和 加 -Py 


证 ”根据 定居，4a 与 5 都 是 {xaj 的 聚 点 ， 故 我 们 具 要 证 明 
站 与 5 之 间 的 任意 实数 x (a 二 x < 之 5) 都 是 {xn} 的 京 莱 即 可 。 


先 证 ， 对 了 于 任 痊 的 8 > 0 及 任 给 的 正 整 鞍 170, 避 有 全 人 > 人 
祥 在 ， 使 得 
| xn — * [Ee, 
事实 上 上 ， 册 很 定 避 知 避 有 正 整 数 n”。 存在， 使 当 # >， 时 
类 有 


|xnr1 -xnl<e。 
令 ns = mazfn' 6，n*。}， 则 数列 {xn}。， ,1 中 必 至 少 有 责 项 x 
和 xavr 大 在 ， 使 xn< YY，xwnorD> 和 《因为 否则 的 话 ， 例 恕 ， 无 小 
于 x 的 项 ， 则 必 lim_ xn 之 x， 此 与 < 矛盾》。 不 妨 设 4 << 
ns， 令 浦 足 # 寺 n 人 n* 月 使 xx 的 正 整数 站 中 之 最 大 者 为 
nn 显然， ms -1 上 日 xy 民 ，X0t41 2 和。 国 此 ,35 人 
4 且 
EE we< 
现 取 81 = 1， 六 i= 工 ， 册 存在 xs，(fi>>1)》， 使 |xn，- 
x 1< 1; 再 到 Bs =1/2。N :=#1， 则 存在 xn,，( n>n: ) ， 使 
| xm 一 | 之 1/2; 又 取 es=1/13，Ns =wz， 则 存在 xys (ns > 
m2); 使 |xn, x*|<<1/3; 如 此 稚 忽 下 去 ， 得 到 {xn} 的 一 个 子 列 
{xwl }， 满 足 


3 


| xn ~ x |iR Ch= 1 2,), 
故 xss 一 2 《Yo0) ， 即 x 是 {xw} 的 - "个 聚 点 ， 


机 
32, 设 ?*= ,之 二 | 0<w<2T，an=ecosfcyny， ba= sin 
=1 


(Ca sa}。 证 明 数 列 {aw} 和 {5} 的 聚 点 全 体 都 是 闭 区 间 [- 1， 
1 人 

证 任 取 BEKC0，x]3， 我 们 证 明 cos 月 是 {on} 的 阳 点 。 为 ， 
此 ， 任 取 = >>0 及 上 人 2A2mre【 EN)， 因 1m sn= + coy 


故 集 {nn ， ss 夸 27 中 十 和} 有 上 界 。 记 nn: -1 是 这 个 集 的 最 大 
元 ， 则 
CS 12TR+ Ba sni * 


显然 fi >>3m， ， 南 
nt .2k 、 民 日 mi 人头。 
Le 人 
由 此 得 到 
Qo ank+ BA a/n<e., 


但 此 时 
leos(asn, )~cosBi<|asn, -2nk- BI<e, 


鼓 对 任意 > 0 及 任意 上 EN， 存在 n, 半 上 且 
jo, -cosP|<e., 


这 样 [- 1 1) 市 每 一 点 x = cos 都 是 {aw} 的 请 成 ， 对 {56} 


可 同样 证 明 。* 
33。 入 (6 二 5. 是 省 增 的 下列， 有 


lim (an -0n) = 0， 
#0 


#6 


证 明 ，{an -fm 0 雪人 人 在 实数 集中 现 密 。 
证 和 尾 取 实数 7 及 = >>0， 则 存在 8 使 得 对 于 一 切 天 容 民 
有 


Cn4+l 一 Cn< Es 
取 居 足够 大 由 bm2>0x 一 +， 并 由 条 件 cnsbm+ 了 二 Gyis 全 得 
#2 这 上 《 叭 一》 确定 。 于 是 


| tan — Dm) 一 六 | < lanil -nl E, 


注 车 取 an=bn=V#， 便 知 TY -Am 人 EN 
在 实数 集中 稠密 ， 
31, 六 站 nm Vm (Ci, m= 2 证 明 


lim ww an 存在 。 
om 


证 詹 9% 扣 9% Gin od < 故 


0 EY 0 ul, 


即 数 列 tay on } 有 和 界 。 设 


lim ™ wu, = a, 
+c 


则 0 < 委 a 委 ci。 对 任 给 的 半 0， 存 在 正 整 数 no 汪 1， 使 得 


nf an < 十 


由 于 任何 正 整 数 + 沁 n。 均 可 表 为 #4 = 2nzo+r 的 形式 ， 其 中 信 
为 正 苯 数 ，* 为 不 大 于 #6。 的 非 负 整数 ， 因 而 


了 
并 二 Ton +r < 9 ia- 1 np Hn fy 二 Hq- Lng 好 ma Up 


A Ean dr On, 他 17。 
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ur 向 和 性 _ 
于 是 四 a » 当 an 宇 1 哇 ， 


，_ - _. gm Fr /i 1 /in Li Li 
aa ae 
Li 1 np 1 1 


帘 当 0 过" 夸 1 时 ， 
1 如 『 仔 Fr 了 性 自 和 【站 十 ] > Tn 
“a a a a a 
Ld 


0 2 1 


< (e+re)/ af, 
当 n co0 冉 计 o0， 所 以 


lim mA on SRIa+e. 


-bo 


再 由 * 的 任意 性 得 Im w an 所 6， 所 以 


lim wo = lim mw a, 。 
noo 


因此 ，lim ww ow 存在 。 


hen 


35。 设 0 过 6 二 GTTGr (mM n= 1, 2 ,…) ,证 明 lim 


-i 
所 存在 
好 


证 ”对 任意 正 整 数 人 六 ， 当 于 及 详 时 有 了 唯一 的 下 整数 9 ，r ， 
恒 失 =0+ 关 人 家 Fr 扫 册 。 记 ao= 0， 则 有 


上 向 om+r < 一人 = Gam | rT 
六 n mnt 


避 C7 产生 
MOm __ + 一 


3 和 


内 lim ar/n = 0， 于 是 


| 


-一 一 ， 如 
lim inf 
on 关 m 了 尘 


此 外 ， 对 尾 意 正 整数 症 ， 有 


= 好 
人 inf 一 全 ， 
i 1 1 


om piof -cm ， 


ne mm i 


从 而 lim -ce 存在 且 等 于 inf 


天 


注 “ 可 以 证 明 ， 若 不 假 完 Cn 【4 "= ) ， 风 
{an/ + 可 能 发 散 于 - ce， | 


36。 设 数列 {an} 满 足 条 件 ; 


amt an— lamn CIm+tint 1, 1; 
证 明 lim 种 = 扣 ， {2) 
天 一 oO 因 


其 中 心 为 有 限 数 ， 且 有 
并 11 {37 


证 由 《1》 得 到 
Go 二 loam+t+ 1)+ (a+ 1) 
及 1 一 mn (1 一 Go + 1 和 Jn) ss 


据 本 章 问 题 35， 有 
时 3 


ant 1 1-a 


lim = wm, lim =-m=-w,. (4) 


村 一 -0o 操 H oo Ei 


且 知 名 为 数列 {ton+ 1 的 下 确 界 或 -~ coo， 即 名 不 为 + co， 又 
~ 0 为 数列 {C1 一 an) /9} 的 下 确 界 或 - coo， 亦 即 -名 不 为 +o0， 
不 为 ~ oo， 内 耐 为 有 限 数 。 由 (4 》 得 到 《2 》 且 有 


r+ 1 ~ 1 -on wD, 
从 机 
故 进一步 得 到 (3) 。 


37。 设 {0s} 是 递增 数列 ，ow 之 0。 证 明 ， 车 对 每 一 正 整 数 
ti， hn， 都 有 cmn 之 rom 耳 


sup{lan/n} = 有 <<+o0, 
则 lim on/n 存 在 〈[222，1982， 刀 。337)。 
证 荐 c=0， 则 显然 有 lim ow/n= 0。 
若 。 > 0， 则 对 任意 。 > 0， 存 在 正 整 数 m 使 


Ce - <on /nue, 


轩 cmn>1ran， 邦 对 每 一 mm， 有 
2 -~ anmo /Mno s . 


于 是 当 7 1 满足 ff ss1s 《+ 1)n0 时 ， 就 有 


Un Um mm ， 17 ‘ 1) 


从 (m+ 1)no mn m+1. 


当 纪 太庙 + 二) 充分 接近 1 时 ，〈1) 式 右 遍 大 于 ec ~ ， 故 


lim oe /n= Cn 


| 
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38。 设 {an} 是 数列 ， 它 满足 不 等 区 
0 二 0 之 100 an (HEE 人 E22 n=1, 2, er) 


且 使 级 数 六 os 收 敏 。 证 明 lim nes= 0。 


证 按 假 设 ， 对 任何 正 整 数 并 ， 如 4 小 于 或 等 平 站 个 数 100 
Ta 100 oar we 100 gn 1 中 的 每 一 个 ， 因 此， 相 加 并 条 以 
2 便 得 


2n arn<200 ant anri + ei orn.1) 


0 (noo). 
问 理 ， qsn- 1 小 于 或 等 于 # 个 数 100 ny 100 Gnris **r 100 
dsn-1 让 的 每 一 个 ， 因此 
(2 - 1) on-i 人 2H gn- 1 E200 《an 十 Gor1 


二 ttm 1) oo), 


所以 lim fas= 0。 


1 om 


39。 《Togplitz 定理 》 设 pno+ pnit"tpnn= 1 {=0，, 
1 ， 2 0)。 及 设 yw= pro Xo pn Kit pas Xn C= 
0, 1, 2, :") ,县 pi 之 0 (if， j=0， 1， 2，"),。 证 
明 ， 册 lim x。= a 推出 lim y。s= a 的 充分 必要 条 性 其 
1 .eo 


lim pam= 0 《= 2, ")},，, 


办 一 一 站 忆 


证 ”必要 性 ， 对 任 一 mW， 当 # 沁 m 时 定义 xw 如 下 ， 


由 1 3 ” ' 
区 二 C1 二 1 ， 2 ， "ng Hs #7 守 1 ， aa 
1 ， n= 


+1 


显然 lim xn= 0 且 此 时 有 


晨 -和 十 中 口 


yn= pam CH), 


根据 条 性 有 
lim yan= lim xs= lim pnm= 0。 
Er -入 己 竺 fo (Lest 


充分 性 ， 卫 lim xm= G， 故 存在 好 > 04 使 
lIxa- al<M nr=0，1，2，)。 
对 任意 s > 0， 存 在 Ne， 当 m 之 Ne 时 
xs-alser2。 
又 因 lim prmi= 0 (i= 1， 2 NY ， 故 存在 Ni> 
N#， 当 n>N 时 
0 pm E /NM (Cf = 0, 1, 2 3 NN™), 


令 m= max Ne 当 1 交 no 轩 
tai NN " 


人 下 
yw- a {= BD pre Ke- 2 pnt 0 
i=0 | 


i * , 行 并 
ED posl x - ao)+ > pnilx4— oa| 
j=0 =N++1 


| € 所 < E 中 
NM SN 2 名 orS2+ 
40。 设 数列 {ow 和 {fp} 满 足 条 件 ， 


(C7) 0 有 Bobn> +cos 


#2 


由 十 =a+ 2 
证 明 lim -St+er+eTen -8 
He bo bt to 


癌 
Po Se 
bs 十 已， 十 or 


n=0, 1, 2,'")， 


刚 lim Prnm = 0 (rm 一 0 ， 1 ， 2 和" "), 


ne 
因为 
Vn= pno Kot Pri Xiant pan Xn 


_ Gutadyt "+on 


一 -一 一 一 一 -一 


二 


坎 由 Toeplitz 定 理 可 知 
lim n+ + Tn = lim Vn = lim 江 
No 证 咱 人 Nn -DC 
了 ， 


志 


41， 设 px>0(R=0，1，2，'… 。 又 设 


Cf) lim = = 0 
on pst prt:+ ps 


OY lim sn= 5。 


证 硼 lim SepaiSipriT Tsp ss, 
有 oo pet Prtmt pn 
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证 令 


Pun = Pn-m . C1 = 0,1, 2 Hs R=1, 2,), 
Pot prt + pn 


Pan-m 
汐 人 站 之 一 一 一 一 > 由 (on) 所 
因 bom 位 站 | T+ Pn-m ? 


以 对 任意 辕 定 的 避 有 lim prm = 0 且 


疗 
之 Panm = 1 站 


又 因为 
yn= Pro Sot Pn 二 
_ Sopnt+ 5! Pn-1+ "tsnpo , 
pot pi t+ pn 
所 以 由 1oeplitz 定 理 得 
lim Sabnt3! prit tn po lim ys 
wo pot pit't+ pn hoo 


= lim sn= S。 
1 


4d2. 设 bxw 0X 0 (站 = 0， 1 ， 2 ， *"), 叉 设 


yy lm ff?» 
i) n=oo put Pit + pn 


= lim 0 
no0 gotolt tain 


CGY rn= pognt pidn-i t+ "+pngo (N= O12,"°), 


证 明 lim in = 0 


[| retritr*+ ry 


<4 


1 诈 
证 令 fa 人 pr ,= 之 0 


Ra= re CH=0, 1, 2, ), 


ft 
-hn (rp)， 
又 令 bnm = pe Qnt py Oni + "+ pn Wo 
显 山 Dam > 0 (Ho0), 
PoT pi™ "+ Pn.m 
所 以 对 任 一 固定 的 加 有 


lim Pam = 0， 有 bam= 1. 


| 一 一 


入 因 Pedntpi on it 二 pnga 
R» po 二， 十 让 | On-1t rt pn 名。 


-pa 
Pep, ? 0 ? De， 


故 据 Toeplitz 定 理 有 


m 大 汪汪 汪汪 汪汪 汪汪 
ne Fh 二 站 二 He i 


43。 证 明 ， 车 一 族 开 区 间 {1。} 覆盖 泌 区 间 f 0， 10， 则 必 
存在 一 正 数 8 ， 使 得 C0，13 中 任何 两 点 x ，x** 满 足 | x 
x 过 8 时 必 属 于 某 个 开 区 沁 站 ， 


证 据 有 限 覆盖 定理 ， 存在 有 限 个 开 区 间 1， 1,, "py Tw 


二 
使 [0，12CU 7 


#3 


若 命题 不 真 ， 则 对 4= Tan 而 言 ， 存 在 xm ， xn 人 [0，13， 
一 方面 ， EE Sn 人 而 务 一 方面 ，Xn ， Xe 不 同时 属于 
某 个 开 尼 间 六 Ci < 
因 {xw CC0O，13]， 蕊 存在 子 列 {xm 使 0 
lim xn; = EL0, 1 J。 


jo0 


又 {xn CD， T ]， 故 庆 在 子 列 {sn 使 


lim 训 桂 ， -x ECO0, 1 ]。 
hen 3 


而 | xs -Xn “| 三 5 一 0 oo)， 波 Xo = = Xs 上 且 


xx 属于 某 个 开 区 间 7e， 即 xo 是 天 的 一 个 内 点 。 因 


lim x 
hoo 


圾 罕 在 ho， 当 有 之 ho 于 xn,，'， xj Efis 此 与 反 证 法 的 假定 发 


"= jim xn. “Xp 
hroo :hn 


in 


生 政 盾 ， 
44。 证 明 下 列 断 语 是 等 价 的 : 
《1 ) Dedekind 分 着 原理 ， 

(E 》 和 确 界 存在 原理 。 

《下 ) 单调 有 界 原 理 。 

《f) 区 间 产 定理 ， 

(YY )》 有 限 覆盖 定理 。 

(可 ) 聚 扎 原 理 。 

(页 》 有 界 数 列 必 有 收 笋 子 列 。 

[但 ) Cauchy 收 策 准 则 。 

证 〔I)》 = 冯 〈E) ， 上 只 更 证 明 ， 若 数 集 厂 有 上 界 ， 则 已 
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必 有 有 唯一 的 上 确 界 ， 

1” 若 如 有 最 大 值 邓 ， 则 邮 就 是 万 的 上 确 界 ， 

2” 设 万 为 无 限 集 且 无 地 大 值 。 作 实数 集 尺 :的 分 刘 (XX， 
Y) ， 其 中 了 为 孔 的 一 切 上 界 记 组 成 之 集 ， 扎 为 工 的 荐 混 ， 于 是 

《Cf 了 了) 了 了 中， 关中 ， 

{it ) XNY = 中 ， 

Qiiy 任 取 x EX 针 ， 车 存在 YEY 司 3x*， 则 x 成 为 吃 的 
一 个 十 界 ， 从 而 “EY， 这 与 (ti) 忒 盾 。 歼 对 任 总 YEY， 六 
EX， 均 有 x*< 达 >》， 

因此 ， (X，YY》 是 一 个 Dedekind 分 割 。 由 分 割 原 意 ， 存 在 
瞧 -- 居 所 玉 5， 全 对 任意 交代， 和 E 工 有 有 

XU 

因 交 不 可 能 是 郊 的 最 大 值 〈 若 ca 是 吉 的 耿 六 值 ， 则 w ET， 其 而 
成 站 天 兴 中 ， 唐 展 ! ) 前 对 一 切 ET， 均 有 Y 二 卫生 魏 台 
之 3》 不 能 成 立 ， 这 样 ， 上 只 有 之 0 所 成 立 ， 即 是 六 中 的 最 水 
者 ， 世 就 是 五 的 上 界 中 的 最 小 者 ， 故 互 有 唯一 的 上 确 才 只 。 

(T) = 六 《下 ) ， 不妨 假设 iw} 单 调 增 加 且 有 上 界 ， 据 确 
界 存在 原理 ，{xs} 必 有 上 确 界 484， 了 妈 

sup{xn} = G。 

站 证 上 就 是 {xj 当 ”一 ce 轩 的 极限 。 

事实 上 ， 由 上 确 界定 义 知 对 任 束 一 ， 容 在 no， 人 
-EE no A 


fe 可 知 对 任何 + no 均 有 
nn 
因此 ， 当 + 有 | a | 二 ££， 妈 


lim xn= 49, 
I 


(下 ) 一 (于) ， 设 闭 区 问 列 {fow，2o} 满 足 条 性: 
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《7 [Gy 1， ba, IEC on pb, Ch 二 1， 2 ， = pF 
ff 》 lim {hi —o,) 二 0， 
计 3 


由 (YY) 和 天 数列 {an} 单 调 增 加 且 有 上 界 ， 故 {aw} 收 合 ， 令 


lim an=sup{an} = Ho CH= 2 me), (C1) 
Ho 


及 因 对 得 一 nn，5s 是 {aw} 的 上 界 ， 且 4g 蚌 {aw} 的 最 小 上 界 ， 故 
a bn th=1, 2， "= {2) 
由 C1) ， (2) 可 知 2x 志 GG 志 bn (n=1， 3， +*…》， 即 
GEfai nl CR=], 2, eo) 
若 还 存在 实数 卢 使 
bpEfon bp] 《= 1T，2，o7 ， 
则 0 和 ia -| 委 加 -co>0 (ncoo)， 故 4 = 8， 

CN) 一 全 《TY) ， 设 驴 是 财 区 间 Te， 呈 的 一 个 和 开 醋 其。 
假如 Ea ， 2 不 能 被 多 中 任何 有 限 个 开 集 覆盖 ， 将 5 ， 等 分 
为 两 个 区 间 ， 则 其 中 至少 有 一 -个 区 间 不 能 被 银 由 任何 有 限 个 并 集 
如 注 ， 记 此 区 间 为 Cal, by. 肯 每 分 [a,，41]， 同样 至 少 有 一 
个 不 能 被 多 中 任何 有 限 个 开 集 杆 盖 ， 记 上 i 区 间 为 Ka:，D2s。 如 还 


继续 下 去 ， 得 到 一 列 闭 区 间 
Lais b1y, [qs» bs), "ry [any bn], 


《7 ) 任何 一 个 Lon，bn2 都 不 能 被 多 中 任何 有 限 个 开 集 经 
说。 

(OY [Cai Dn] EELan nCCoe, 8 (Cn =1,2,+), 

《ii lim (on 一 ao = 0. 


Hr ee 
据 区 僻 套 定型 ， 他 在 唯一 实数 ¢ EC Copy bh C=], 29 
且 
+48 


] im dn = lim bn, = 在 
Le te] 


因 多 要 盖 了 La，4582， 放 多 中 至 少 有 一 个 开 集 从 而 至 少 有 一 个 开 
民间 (&，B》， 使 得 


cE tar, By, 
由 极 眼 性 质 知 存在 fu 当 站 人 ?0 时 有 
G <aon<bn< 月， 


一 Casn pn]C 王 【和 P)， 因 此 ，《〈G， BB》 覆盖 了 了 Lan, pn 
(nn0)。 这 与 《1?) 发 生 了 矛盾 ， 
(7 了》 一 > 【〈 砷 ) ， 设 万 为 有 界 的 无 限 集 。 令 


站 =inf D, b=sup DD, 


则 万 CCe，&]。 假 如 姜 没 有 聚 点 ， 那 么 对 任 婚 X EC 二 有 
个 在 x 的 部 域 U (x Be) = (xy -bo YY+bsy ， 司 U(x， 
8。) 中 至 密 舍 有 万 的 有 限 个 点 ， 即 已 (xz ，?o 站 已 是 有 限 集 . 
显然 ， 当 x 走 遍 [e， 53 时 ， 这 些 邻 域 就 团 瘟 了 La，p]， 即 


[a, 8 JU {x dwn), 
Eq -aa 六 : 


据 有 限 禾 盖 定 理 ， 在 在 有 限 个 名 域 U (x,， O47 ey UC Xn 
5。 ， 它 们 足以 覆盖 Cs ， 5)， 即 


Caos bc U U (xe 00)s 


从 而 DC U UCxt，30 由 此 得 到 中 为 有 有限 集 ， 此 为 秘 盾 ， 因 
fi 


此 ， 口 必 有 育 点 ， 
《机 》 二 > 【〈 和 页 》， 设 tx 是 有 界 无 穷 数列 ， 若 {xn} 是 由 
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窒 限 个 训 数 二 复出 现 曾 神态 的 况 训 ， 呈 少 有 -个 数 c 要 重 旭 出 
世 匹 宠 东 次 。 设 c 重 复出 现 的 项 为 Bi fr， 出 


Tim xn = C) 
如 -一 Ga 


凤 {xm } 是 {x 叶 的 一 个 收 俩 子 列 ， 

现 设 {xw} 确 由 无 穷 多 个 不 回 的 实数 组 成 ， 她 此 数列 为 一 有 界 
无 穷 集 ， 据 聚 点 原理 , {xs} 至 少 有 一 - 诊 点 5c。 于 是 ， 对 性 何 R ， 
(e -1/p，c +1/8) 中 必 含 有 {xw} 的 无 穷 多 项 ， 从 而 在 《6 - 
1/k，c +1/8) 中 可 以 吐出 {xn} 的 一 个 项 xn ,使 zw 天 cc。 因 到 
是 尾 登 正 整 数 ， 邦 得 {xn} 的 一 个 于 列 {xn,}， 使 得 xn, E 《Ce 一 
17R， Ce + 1/k), 国 向 


| 二 
lim xn, , 


ko 
《出 ) 一 《看 ) ， 必 要 性 是 显然 的 ， . 
兹 证 充分 性 ， 据 条 件 ， 对 上 = 1 ， 存 在 no， 当 % ,之 no 奸 
有 
[xn ~ xm| < |. 
于 是 ， |xn| 所 | Xn— Xno+ri| + Tarilc<1 + xn yi|。 
令 M=mazx{|x1), hb | xn |， 1+ |xn,+1|}, 
WW | xn| SM Cn 二 1，2，*)， 谎 {xn} 有 有 界 、 因此 存在 收 数 
子 列 {2zn 设 
， Ra 罗 
于 是 由 不 等 式 


| x» — 0 [x ~ Xu, | 下 | xn 一 ] 
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可 秽 ，lim xn = vy, 


(WH) 一 > (1) : 设 《X，Y) 是 全 体 实数 尺 : 的 任意 一 
个 分 割 ， 因 洲 了 关 中， 了 关中 ， 故 可 任 取 a1 EX，b1 EY 则 51>> 
qi。 将 Cal，b1] 等 分 为 二 ， 若 分 点 (ak +51)/2E€ 久 就 取 右 半 区 
间 并 记 为 Ce，64)8 车 《al +51)/2E€Y， 则 取 左 举 区 闯关 记 为 
[a:，5:]。 总 之 ，asE，5:E。 如 此 继续 下 去 ， 得 到 闭 区 
间 列 {tan; bnl}, 满足 

CFY Contis Cnr1 ECans Fal 《和 = 2 oo) 


Cii) lim (bn-an)y = 0， 
Me  ， 


(Ci) anE FX, baEY CH=1i, 2, +«),， 

由 (了)， 《i) 可 知 数 列 | 
ls bi, 站 2 b,, wy ny Cn 
是 Cauchy 数 列 所 而 收 争 ， 设 其 极限 为 c ER!。 若 c EX， 可 
证 < 必 为 了 的 景 大 值 。 事 实 上 ， 假 如 存在 x* EX 而 有 < 扩 Y， 取 
正 数 2 =x 一 2， 则 
《ee 一 Ett+E)》 CNX, 

由 diii) ， 每 个 Ba 人 《2 一 ET 这 与 cl，biyaz，5a， 
“ey ne Bn, 有 股 教 于 .4 发 生 矛 拓 。 因此 ， 5 为 元 的 最 大 值 。 此 
时 了 显 热 无 景 小 值 。 类 似 地 可 证 ， 若 5 在 了 中 ， 则 c 必 是 了 的 最 
小 值 ， 此 时 区 无 最 大 值 。 

注 “ 本 题 中 从 个 等 价 的 断 语 从 不 同 的 角度 刻 划 了 实数 的 人 连续 
性 “又 称 党 备 性 〉， 


| 反例 
1 ， 一 个 发 散 数 列 {as}， 使 {12s| 四 敏 ， 
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设 04= 《一 "1 n=1T1，2，。 显 然 ， {os} 发 散 ， 
但 (ias1} 收 襄 ， 
注 ”容易 证 明 ， 壤 数列 {an} 收 敏 于 oa， 则 few 必 收 敏 于 
| | 。 上 述 反 例 诬 胃 了 它 的 道 命题 并 不 成 立 。 
2 ,一 个 收敛 数列 与 一 个 发 散 数 列 ， 其 积 是 收 伍 数 列 
设 os=1/n =m Cn=1，2，:…)， 则 {oo} 收 敛 于 0 ， 
{pa} 发 散 至 + ce， 而 {fawps 却 收 伍 于 1 。 
3, 一 个 收 襄 数列 和 一 个 发 裔 数列， 其 积 是 发 散 数 列 ， 
“ 入 xs=1/tnt1) yn= 着 Sin (nnf2) Cn=1, 2,:'"), 
刚 数 列 {xn} 收 襄 ，{yw} 发 胡 ， 而 其 积 {xnyw} 也 发 数 ， 
4, 两 个 非 贷 的 发 表 数 列 ， 其 积 却 收 敦 ， 
设 xw= CE tC-10D/2, yn= (1 -{- DM /2(n=1, 
2 出 { xj 与 {137 叶 列 为 发 散 数 列 。 但 xnyn= 0 {n=1,， 
2 ,+r) ， 央 而 数列 fxnyw} 上 收 仑 十 零 ， 
5. 两 个 非 负 的 发 散 数列 ; 其 和 却 是 一 个 收敛 数列 ， 


取 数 列 Di 0 1, 0O, 
2 
及 数列 0， Pp 9 0， 3 3 


显然 ， 这 两 个 数列 都 发 散 ， 但 其 对 应 项 相 加 所 组 成 的 数列 是 


王 申 必 


它 是 一 个 收 伏 数列 ， 

6 .算术 平均 值 收 侣 的 发 葬 数 列 ， 

称 yn= Cr 2 为 数列 
{xn} 的 算术 平均 信 ， 可 以 证 明 ， 汶 数列 {xsj} 政策 ， 则 它 的 算术 
平均 全 所 组 成 之 数列 也 收 化 《参看 本 并 门 题 20) 。 应 当 注 意 ， 这 
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个 命题 之 逆 并 不 成 立 。 例 如 ， 取 xn= (5- 1 和 1 (n=1， 2， 
0) ， 则 数列 {x。n} 发 散 。 但 


im (x +xstet Xn /n= 0, 
7, 对 每 个 正 整 数 了 ， 都 有 lim ( dnrp— Gn = 0 的 发 散 数 列 


{an}. 
取 4s 为 调和 级 数 的 第 1 部 分 和 : 
oan= 1 + Li+ a + 
2 
这 时 数列 {on} 蚌 发 散 和 的 ， 但 是 ， 对 于 每 个 下 整数 了 了， 都 有 


1 一 十 nse 十- 1 -2 ,no Chon), 


好 十 1 n+p Hn:1 


注 极限 lim « dntp— dn ) = 0 对 于 了 不 是 一 救 的 ， 事实 


上 ， 可 以 证 有明， 为 使 lim ( 机 ) = 0 对 对 了 D 是 一 致 的 ， 当 且 
人 奴 当 {an} 是 Cauch7 数 列 。 因此 ， 对 于 具有 性 质 lim CC Onin Gn) 


= 0 的 发 散 数 列 {fawj， 极 上限 lim (anip 一 an 》 = 加 对 于 了 就 不 可 
能 是 一 敏 航 ， 

8 . 任 给 产 裙 递增 的 正 整 数列 { 中 小 ={Ttn)}， 可 构造 发 
散 数 列 {onj， 位 lim 《qq ~ an) = 人 0， 


应 用 归纳 法 原理 ,容易 证 明 ， 对 一 切 # = 1， 2 ,+ 有 中 有 ) 
闻 站 。 示 一 般 地 ， 对 一 搜 了 和 站 = 工 ，2，，…， 有 中 (天 二 上) 凉 
n+ 四 《8》。 所 以 Jim PH 《nan) =+co。 更 分 页 种 情况 来 讨 


论 ， 
《7 》 车 (mn) ~ n} 有 界 ， 即 存 在 常数 AM， 丑 对 一 切 


=1], 2, 都 有 
3 


PIn) 一 Hi, 


这 时 to 对 可 以 这 为 调和 级 数 的 部 分 和 的 数列 ， 因 此 ，{fa 蚌 必 散 
的 ， 另 一 方面 ， 有 


toon 1 


好 Titn) 


一 (1 十 1 十 ems 一 - 二 
2 i 


(7 》 若 {名 《wn) 一 二} 无界 ， 没 有 是 能 使 (RR) 之 上 的 最 小 
正 整 数 ， 并 令 


1l, R=R CR) CR 3 

【9， 其 它 情 况 。 
由 于 {Cn} 产 烙 递增 ， 因 而 {an} 申 存在 着 一 个 恒 等 于 1 的 无 
穷 子 列 ， 又 因为 {和 CH) - 下] 无 界 ， 所 以 {an} 中 还 会 有 一 个 恒 
竺 于 零 的 无 穷 于 列 存在 ， 因 此 {ow} 发 表 。 郧 一 方面 ， 对 每 个 = 
1，2，，， 按 or 的 定义 ， 恒 有 at = dm 所 以 aqcm -an 0 
{Ho0), 

9. 存 在 一 个 收敛 数列 ， 它 不 是 有 界 变 差 数 询 . 

[x — wl+ [xs— x | tt | | (R=s1,2, 
oo 

可 以 证 明 ， 有 界 变 差 数列 必 为 必 仇 数列。 但 是 ， 这 个 他 是 之 
道 并 不 成 立 ， 例 如， 令 
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™ 1 
XH = > C Ly}* 1 一 ， 
在 = 
则 有 
[xnrs— Xn = | 1 9 1 一 -一 十 i 


~ __1 1 1 
扩 十 1 (，， ， ji) 
-(— 1 - 1 _ 
并 十 十 1 中 
<- ， -， 
好 十 工 


于 是 ， 按 Cauchy 收 化 准则 ，{xwj 收 你 ， 但 是 


sm = ]x1| + xe — | i+ | xn Xn-1| 


= 了 二 +oot ro0), 
2 开 


因此 ，{xs} 不 是 有 界 变 莱 数 列 ， 


10。Cauchy 数 麟 的 几 种 弱 形式 之 则 的 关系 ， 
泊 肉 Cauchy 定 理 给 出 了 数列 收敛 的 充 要 条 件 如 下， 
1 。 数 询 {os} 收 训 的 充 要 和 条件 是 对 任意 8 > 0， 存 在 正 整 数 
ntE)， 当 mn，n#7Z2Hfe》 时， 就 有 
| on - onr| < Ss, 
1 。 数 列 {aw} 收 化 的 充 要 条 件 是 对 任意 : 盖 0， 存 在 正 整 数 
ne)》， 当 开 访 nCeE) 时 ， 对 任何 mE€ NWN， 都 有 
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| cn - an 二 Bo 


下。 数列 Law} 收 化 的 充 雪 条 人 忻 是 对 任意 & 之 0， 存 在 正 整 数 
nte) | 使 对 一 切 sE NN， 都 有 


[ancey+m 一 ancey | < 8 。 


我 们 自然 要 间 ， 当 六 代 以 它 的 真子 集 时 ， 这 些 和 条件 是 否 还 是 
充分 的 ? 为 回答 这 一 问题 ， 我 们 设 已 和 六 ，s = fo 是 数列 ， 并 
引入 下 列 概 念 ， 

定义 ] 数列 s 称 为 在 类 .4 (P) 中 ， 是 指 对 每 - 8 人 >0， 
存在 正 整数 #(s) ， 当 # 旦 党 8 8) 且 4 EP 时 有 ， 


|anrs — a4%| < te, 


定义 2 数列 s 称 为 在 类 《FP》 中 ， 是 指 对 每 个 > 0， 
存在 正 整 数 #ea) ， 当 PE 了 时 ， 就 有 


| antey+s ~ dmcey | 6. 


定义 3 数列 s 称 为 在 类 多 (P) 中 ， 是 指 对 任意 < > 0 和 
m € NM， 存 在 正 整数 a (e ，m) 污 ， 当 了 EP 了 时， 就 有 


| ances mrp 一 Om(ES my | < BE 。 


我 们 用 宅 代 天 一 切 收 货 数列 所 组 成 之 集 ， 则 

工 即 为 多 = {Cauchy 数 列 }， 

荆 即 为 = CON}: 

芋 即 为 = (NN) 。 

Neculcet6 多 证 明了 安 忆 CP) 毛色 《PP) 性 A (PP) 但 
它们 并 不 相等 ， 从 而 否定 地 回答 了 上 而 提出 的 问题 ， 

例 1 和 集合 (PP) 

令 P={p: p=28， EN}， 则 在 ff LP》 中 存在 发 散 
数列 。 


6 


事实 上 ， 取 3 ={aaj， 其 中 

Gn = 0 N= m0 TN Mm- lymeN, 
显然 ，5 EE (PP) ， 且 3: 发散， 

和 例 2 和 集 PP 人 司 (PP) (CP)， 

考虑 数列 5 = {an}， 其 定 疼 为 


Cn= 0 N=4k- 2, EEN!: 
qan= 1, n=2k- 1 或 n =4k, kk EN., 
对 汪 个 mEN; 我 们 取 n(e ，m) = 全 之 mm， 则 


LA 1 一 GE | = 由， 


藤 ?E 包 《PP)，. 这 里 已 ={1DpD :了 = 中 -1， REN 
抢 而 ， ECP)。 


例 3 集 已 使 狐 ( 忆 天 . 广 (PP)， 
考 虞 数列 = {an}, 其 宇多 如 十， 


On nz 1 成 # =2k,， kk EN 

“Tan 1, n=28+1, hkEN, 

易 见 ， 对 每 个 之 9， 我 们 取 m(e ) = 1， 则 当 了 6 已 时 ， 就 有 
[oncess— oncey! = 0， 


帮 s EA (PP), 这 里 PP = {pb: PF=2k- 1,， 下 和 六 +， 然而 ， 
数列 * 不 在 作 《P》 中 ， 因 为 对 名 之 1 ， 我 们 取 #r (EeE，m》 = 
28 > 由， 则 有 


[org/y ak-1 — G2k!| = 工 。 
车 取 n Ce， in =28+1T > 二 ， 则 有 


| ograk-i 一 他 天 = ]。 
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第 二 章 函 数 


基本 概念 和 主要 结果 


本 章 所 考虑 的 一 切 集 合 ， 包 括 函 数 的 定义 域 和 信 域 ， 都 想 定 
是 忆 ! 的 子 集 ， 除 非 男 有 明确 的 志明， 这 个 假定 在 全 书 中 除 第 

七 。 八 两 音 外 都 有 效 。 

设 了 是 定义 境 为 吃 的 函数 ， S 是 品 的 一 个 于 全， 则 了 在 3 上 
的 限制 就 是 定义 域 汶 S 的 函数 9 ,使 当 xES 时 9(r)y= 了 (xx)， 
如 打上 8 是 f 的 限制 ， 则 称 f 为 9 的 扩张 

如 果 丙 个 函数 /和 #8，53 的 值 域 是 /的 定义 域 的 一 个 子 集 ， 
则 有 f 和 9 的 复合 函数 ， 记 作 f o 9， 这 个 函数 在 9 的 定义 域内 
的 点 x 上 的 信 是 C9(%x)i 简 育 之 ， 聊 数 》= [559(%x)J 称 为 
函数 ft4) 和 函数 上 = 8 《%》 的 复合 ， 

设 是 辣 上 的 有 界 函 数 ， 即 存在 常数 刀 ，M， 使 得 对 一 切 x 
EDD， 有 


HM 
我 们 称 
me=ind ff (x)SM*= sup f (%) 
*€D “万 


为 在 D 上 的 下 确 界 与 上 确 界 ， 称 
ty 一 MA*— Tt 
为 f 在 D 上 的 氛 幅 . 
| 


i 


Le 


设 了 是 定 尺 在 上 的 画 数 ，a 是 如 的 一 个 点 或 是 口 的 一 个 隔 
点 ， 了 叫 和 散在 a 点 局 部 有 界 ， 是 指 存在 a 的 一 个 邻 域 ， 使 在 其 
上 寻 有 界 的 ， 了 四 散在 石 的 一 个 子 集 & 上 局 部 有 界 ， 是 指 了 在 4 
的 每 个 点 都 是 局 部 有 界 的 ， 

了 叫 向 在 点 ea E 石 取得 局 部 极 大 值 ， 是 指 存 在 4 的 某 个 邻 域 
Ca，53)， 使 对 任何 x*E0 (aa，8) 门卫， 和 恒 背 六 《x ) 
巡 厂 《oo)。 类 似 地 ， 可 定义 上 在 点 a ED 取得 局 部 极 小 慎 ， 

栖 数 了 叫 和 散在 娓 上 递增 《或 单调 增加 ) 的 ， 是 揽 对 于 任意 的 
XI 2%2 也， 当 xi<xz 时 ， 不 等 式 上 (xz) 委 (xs) 成 立 。 若 对 
于 一 切 的 xi GE D， wxaE 站 xcxXo， 不等式 (x) 性 了 《xxa) 
成 立 ， 册 称 了 在 辣 上 为 严格 培 增 〈 或 严格 单 抽 境 加) 血 数 。 类 似 
地 可 定义 赐 减 函数 和 严格 递减 关 数 。 若 范 数 / 在 姜 上 为 递 寺 或 弟 
减 函数 ， 则 称 它 是 万 上 的 单调 荔 数 ， 类 亿 地 可 定义 严格 单调 项 
数 . 
设 了 是 定义 在 区 间 了 上 的 淆 数 ， 着 对 尾音 开 区 间 (a，8B) 忆 
了 ，/ 在 (oa 有) 土 都 不 是 单调 的 ， 则 称 了 在 了 7 上 是 无 处 单调 的 。 

设 了 是 冰 数 /的 定义 域内 的 一 个 区 间 ， 称 了 在 了 上 具有 介 什 
性 质 ， 是 指 对 于 任意 e，5E7T (ac)》， 以 下 上 ERRI 适 合 
f Ca) <E<r (5 或 F Ce) >u>H (6)， 存在 cE 
Ca，5)， 使 得 1 (c)=+. 和 

' 设 f 了 是 区 间 上 的 活 数 ， 称 7 为 呈 活 烧 ， 闻 村 对 任意 x， 
%iE7， 0<X<1， 有 


CA 1 -yx x) + C1 -MY fC), 


设 半 卸 定 只 在 已 上 的 函数 ， 若 对 一 切 * 及, ,都 少 站 (x) 
= WH 网 软 了 汐 异 稻 函 笋 ， 若 对 一 切 x ED， 都 有 f(x) 
CC 为 常数 ) ， 则 称 为 各 什 应 数 ， 

正 负 号 函数 的 定义 和 记号 为 


S9 


IT ， x 人 0， 
SENX = 0, x= 0, 
,0 


括 导 函 数 Kx] 代 央 不 超过 x 的 最 大 整数 ， 
和 祭 刁 的 特征 生 数 中 3 定义 为 
ER (1,x*E€E, 
mo 
.人 0， 四 
设 阔 数 上 在 zx 附近 《可 以 不 含 *o》 有 定义 ， 称 了 在 * 趋 于 
xo 导 以 9 为 极 艰 ， 是 指 对 任意 上 > 0， 存 在 >0， 使 0 过 |x 
.X01 之 和 时 
3 lf (x)- al<e, 
并 记 为 ， lim (x)= a 或 x 六 xo 财 1 (x) a， 


天 当 加持 炎 于 x。( 小 于 zo) 而 站 于 *%o 时 ，f 了 (<) 趋 于 a， 
则 车 a 为 了 在 * = x。 处 的 右 极限 《 左 极限 ) ， 并 记 为 
Nm. ix)= 6 Chm = 0 


we + 人 0 


成 记 为 (xse+ 0)= a Cf Cro- 0)= 9). ， 
-有 显然， 反刍 了 在 ws 处 有 极限 ， 当 且 仅 当 了 在 xa 外 有 丰 、 右 


极限 并 且 和 相等， 此 时 ， 
lim LX) lim f 00)= Him of *), 
( 振 - 扣 拓 遇 、 "一重 


Catchy ,准则 ; 设 疼 数 了 在 x。 附 近 有 定义 必 不 彤 包含 Xx.》， 
出 半 在 加 然 育 标 腿 、 当 圭 仅 当 任 给 & > 0 ， 存 花 吉 盖 0， 当 0 二 
jx xo | 0<ix” -x 时 
f(x) fx le, 


ee. 


rm 


ee 


设 f 在 x 附近 有 定义 《可 以 不 包含 X,》， 称 


Tim f (x) = inf cup fixy 
Xp 六 由 tx - xnl<b 


Clim f(x) = sup in A(x)》 沪 阔 数 了 在 xu 处 的 上 
b> 1 一 wo 


CT 极限 ， 上 极限 有 时 亦 记 为 


-mr f(x)s= i sup f Cx), 


区- 和 区 名 


下 极限 有 时 记 为 
lim Tixwy=lim indf (C(x), 


Hn 区 


设 /是 闭 区 间 [ a， 5 上 的 递 少 函数 ，x。E fa，5). 数 
f (x0) f {xo — 0 和 {ot 0)-— fF (x0) 
分 别 叫 散 了 在 x, 处 的 左 路 广 和 而 财 度 。 数 
f(xot 0)~ F(x- 0) 
中 答 / 沦 x, 处 的 汽 度 (对 端点 9，5b， 只 考虑 剃 边 睹 度 ) ， 
设 了 是 定义 刺 为 门 的 画 数 ，xu E 站 。 洲 任 给 > 0， 存在 
> 0 ， 使 对 满足 |x， ~ x| 达 5 的 所 有 x ED， 有 
| f (x0) ~ fix)|<e, 
网 称 在 x*, 巡 盾 ,. 车 了 在 xu 不 连续 ， 出 称 了 在 该 点 间断 。 去 后 
数 了 在 万 的 各 水 点 都 连续 ， 则 称 了 在 吕 上 连 妃 。 若 f 在 也 的 各 个 


点 都 不 连续 ， 则 称 /在 D 上 无 处 连续 ， 

若 {xo 一 三 )》 过 f (xo), 则 称 了 在 x, 丸 左 连 奸 ， 车 上 《YX0 十 
0) = f(xo)， 则 称 f 在 x, 处 右 连 续 ，. 

虽然 ,F 在 x, 处 连续 ， 当 且 仅 当 / 在 xe 处 左 连 续 且 庙 连 续 ， 


1 


车 lim F(x) 生 产 (x0)， 则 称 了 在 * 处 上 半 和 连续 ， 若 lim 


六 (xx)z2 了 (xx 则 称 了 在 xo 处 下 半 和 连续 ， 
设 x, 是 孟 数 了 的 间断 点 。 若 f(xo+ 0)= lim ， f(x*) 与 


f (x,- 0)= lim f(x) 沸 存在 ， 财 称 xo 为 上 的 第 一 类 间断 


点 ; 洪 了 {xo+ 自 ) 与 (xo 一 上 ) 中 至 少 有 一 个 不 存在 ， 则 称 xn 
为 了 上 的 第 二 类 间断 点 。 
设 了 是 定义 在 门 上 的 函数 ， 若 对 任 给 的 > 0 ， 存 在 3》= 5 
《zy > 0 ， 司 得 具 取 |x; -yj|<5，xi ycEDD， 扩 有 
|f Cr) - f(x) le, 
则 称 上 在 万 上 一 致 连 继 . 
连续 范 数 的 性 质 ， 
1. 若 了 在 闭 区 间 [a ， 上 连续 , 刚 了 在 [ay 上 有 界 ， 
2. 若 上 在 闭 区 间 [a ， 5 上 连续 ， 凤 了 在 Ca ， 3 上 达到 最 
大 值 与 最 小 值 。 
3., 连 妃 西 数 介 和信 定理 若 了 在 闭 区 间 [Ca ， 53 上 连续 ， 则 对 
于 f(a) 与 1 (5) 之 间 的 任意 实数 h ， 至 少 存在 一 点 5.E[a， 
53]， 使 得 | ， 
FE)=, 
4. 若 在 周 区 间 [ a，514 上 连续 ， 则 在 Ca，56D 上 一 臻 连 
续 ， 
本 滞 的 燕 些 阅 题 和 反例 ， 还 要 用 到 无 穷 级 数 的 收 笋 链 和 一 致 
收 伊 性， 一 致 收 化 的 死 eiarstrass 判 别 法 愉 及 集会 论 的 基 而 知识 。 


问 题 


1. 设 /和 8 都 是 区 闻 C0，1】 上 的 实 人 入 函数 。 证 时， 存在 
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mA 


xXELO, la EEO: 1] 


， 屡 得 


下 二 


证 《 反 证 法 》 若 对 任 司 
有 


1 和 


购 作 为 特 出 , .应 有 


xy fx) -= 907)|<174, 


fC 1) S14 [f(Dy+ rE 


荔 一 方面 ， 由 三 集 不 等 式 得 到 


Fi Fiy- oil1- | f+g(1)| 


| 1 
1- [fC1}+o9(0)|- | 


2. 设 /为 (- co，+ oo 
van= /xn (= 1, 2 


-gO0) T0007 tg 


内 不 减 鸭 数 ，YyC (co, +o0)， 


又 设 xg= a 时， 数列 {xs} 收 


伍 ， 证 明 ， 当 中 ia， fC ETMAX TU， (a)} 时 ， 
I 


{xs} 也 妆 钱 ， 
证 记 xt= a， X= 


f Cx) CH=1, 2,,°%), 


且 lim xn = A, 不 扰 设 < Fa)， 已 向 xo= 8 时 4~nt 孜 


和 度 ， 碌 海 详 二 <20cC Ca)。 
>G， 莽 


有 < (0 = 


得 为 不 汕 国 数 ，x1 = 了 (6) 


3 


x VN = f(x) E/N = 


6 


《如 
x 二 于 {n=1,..2, 1 中 


于 是 ， 提 极限 比较 法 则 知 .… 
“ lith wai = 4, ' 


3. 设 xi 是 实数 ，Xwi1 = 0 sinxn (nz21》， 这 里 1a| 拟 
/2。、 讨 论 数 列 {x 时 当 关 全 ce 时 的 极限 ， 
艇 只 需 考 虑 Yi: 关 0 的 情形 ， 当 x: = 0 时 ， lim xn= 0， 设 


x 法 0， 如 条 a < 过 0， 出 到 与 ~ a 对 应 的 数列 记 作 {yn} ， 我 们 
得 到 ys= (1)”!x。s。 因 此 ， 只 需 考 不 4 宇 0 

当 0 志 8 蕊 1 时 ,我 们 得 到 Xn 这 0， Xn = 0 5in xn<sxn 
亦 即 im xn 存在 并 县 可 从 方程 Y = a sin x 求 得 它 等 于 0， 

当 1<a sr 时， 方程 x = 4 sin < 有 非 零 解 x**。 容 易 验 
证 ， 当 xx; 之 %* 时 ， Nn 1》， 且 数列 {x»n} 递增 并 趋 癌 
于 和 而 当 x 2 时，{xa+ 递 减 旦 趋 疝 于 x*、 因 此 ， 当 96> 1 
时 ，jim xs 2e。 


Ho 


当 - | 之 ga <0 时 ， lim x»= 0。 
由 地 
当 < 一 1 时 ，Jia 不 存在 


4 设 = .pp， xi=p+g sin xor rs Xn= p+ sin xi， 
(3 = 1，2，-…。 证 调 数 列 {xw} 当 nn 一 co 时 收 敏 于 基 个 
Ct ， 而 且 是 方程 
x= pi+9sinx (OEtET1) 
的 唯一 解 。 
证 对 任意 正 整 数 m， 有 
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Xnrm— X= (sin Nnrm-1 Sn Xn-1) 


Narm-t nl sin Mm 


9 
2 2 2 


于 是 


< 了 | sin nm nt | 
2 2 


泪 人 + 栅 一 家 二 


各 
< 六 Ei 1 < < | 一 网 1 |. 
' 十 : 
又 由 于 | 1 一 民 1 [< 心间 号 Xm 1 mi 
7 
所 以 | xm 一 | Sr 


因此 {zo} 是 Cauchy 数 列 ， 从 而 收敛 ， 令 


.lim wa 


Koo 
则 E=p+gsimt. 
车 有 另 一 解 n，7 = p+ 9sinn， 珊 
ft-T=d (sintk -sinn)., 
办 此 0<lt-n|=glsint -sinon eolt -nl 
又 0<9<1， 故 必 有 5 = 1 ， 


5. 给 定 实数 念 x， =eos Xo Xu 一 《0S HI + KM=COS 
Tr 证 明 数 列 {xw} 收 化， 
证 因 |*i| 拟 1， 下 不 妨 设 0 纪委 1， 则 xn 字 0 (n= 
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1 ，2 ，…) 。 我 们 比较 Xi: 与 xX， 六 Xi 夺 xs， 则 


人 十 并 
= 一 2 Si 站 sin — 二 世人 0， 


邦 x， < 。 


本 一 人 三 LOIN 一 COSYs 


- 一 时 里 本 二 
= sn .sin 1 ? 2 


故 xs 空 xs 
容易 用 数学 归纳 法 证 明 {x yw- 1} 递增 且 有 上 上 界 ，{xamjf 远 庆 
且 有 下 界 ， 套 宅 们 都 收 般 。 令 


持 一 性 -oO 


由 cosx 的 连 转 性 可 得 cosa = 日 ，co3 有 = 区， 于是， =C0s cos 
a，B=cos cos 站 由 (x)= -cos cos% 前 等 点 的 唯一 性 
得 w = B， 所 以 tx 的 奇 子 列 {rzo- 小 与 介子 列 {x2n} 收 雍 于 同 
一 极限 ， 从 而 {xej} 收 证 。 

对 于 X11 之 Xs， 同 理 可 证 4xw} 收 全 ， 

6. 设 ao=0，ao=1+sn(r(o -1)，* do 一 工 十 Si 
《os -17 《= 下 2，)。 

在 站 


求 lim 全 本 


月 -ea 下 一 ] 


 . 解 设 pn = On 一 1， 则 5 = - 1, bn™sin bs-1， es。 由 归 
纳 法 可 知 be 都 是 负 的 ， 故 
ba<sin pu = eatrls 


证 油 


册 北 ， 数 列 {} 递 增 且 有 二 界 ， 从 而 收 和 化 ， 礁 
lim bs,= LL, 


oD 


省 sin 元 = 工 ， 故 了 = 0，lim os= 1， 于 是 


四 让， 二 we , 
lim = lin on= 1. 
Le Be | 霸 路 


| 
1: 没 dom0, sr=lIne, tn= Ml Ca- sgpj(n=°?,.3, 
- =i - . 


…) 。 证明; lim ss= a-1. 


fi -0 


证 因 对 x 沁 0， 不 等 式 Inax<x - 1 恒 咸 立 ， 芍 . 
SI=-Ina<s aa- 】， 
更 设 stesa-ltr=li 2 ni 1)， 由 
Sn— Sn- j=ln {a~ sau-1) 


得 ss -3 < 扫 4 -sa 一 1 即 :nSa- 1]， 所 以 ncaa - ss) 有 意 
义 且 数 列 {sn} 有 界 。 叉 因 {sn} tn 字 2》 递 增 ， 故 {5w} 收敛 ， 令 


lim sa= $, 
| 


对 sa- Ye-1=ln(a 一 sn-1) 取 极 限 ， 即 得 5 = a -1， 
8. 设 % 为 任意 实数 ， 讨 论 lim sin nx 和 lim cos nx 基 否 存 
在 . 人 
解 ” 就 数列 {sin ”zj 进行 讨论 。 
<7) 若 x=kx Chk= 0, +t1l, 2, ph NWsin nx = 0, 


豆 lim sin nx= 0 
neo 


G7 


( 放 》 菩 和 RE Ch= 0， 土 E 二 2，o) ， 则 这 ~ 
2 
敲 sin 二 产科 cos 宇和 0。 
2 2 


因 {sin nx} 有 界 ， 故 {sin nx} 或 收 化 ， 或 无 限 振 莫 ， 一 者 必 
居 其 一 。 今 设 


lim sin nx= 了， 
乓 = 


出 对 任意 上 > 0，、 存 在 正 堤 烤 n。，、， 当 1 半 n, 时 有 
-ECsinnxr 人 Cli+e, 
当然 也有 ecsin (nr1l) xy<T+e， 


因此 [sin nt 1)x -sin nx | < 8, 


从 而 [eos Cn + sin>1< 。 
因 sin 冯 全 ， 玖 、 
[eosCn rl<e/l si 本， 《11) 


又 ， 当 +m 沁 ns+ 1 时 有 
| lsin ne— sin Cn - 1)% |<25, 
由 此 得 到 

| eost n -2 xl/ sin 沁 |、 
出 恒等式 


所 用 


1 1 站 央 we ， , “i 
CCS { 曙 十 py DSS 一 -一 Hx sin 二 ， :4 
2 2 


caostH -1)x = cos nx Cos + sin nx sin. 
{ ，， 2 ， 站 2 
和 《1、>， (2) 两 式 ， 可 得 


[eos spr ce sip || COs | 
[sin nx A (2 


故 同 时 得 到 ; ， 


lim cos nx= OO, lim sin nx= O, 
Fr | 村 -co 


即 !/ = 6。 但 这 与 但 等 式 sin* nx + Cos nx = 1 浮 拓 ,部 {sin nx} 
不 收敛 ， 而 是 无 限 皖 萝 的 ， 

综合 上 述 可 得 结论 ， 仅 当地 为 + 的 整数 信 寺 ，{sin ax} 收 和 
于 0，x* 不 等 于 的 束 数 倘 时 ，lim sin nx 不 看 在 ， 


对 {cos nx} 可 同样 讨论 ， 其 结论 是 ， 仅 当 x 等 于 # 的 偶数 信 
时 ，lim cqs #4X= 1，* 不 等 手 7 的 侦 数 们 时，Jim cos.nx 不 天 


He - 


在 ， 
9. 设 函数 了 在 闭 区 间 [ a， 5 上 严格 单调 且 im fC) 


= 了 (5 xnELa, b1, 证 明 im nT b, 


证 不 妨 设 1 在 Ca， 上 是 严格 递增 的 . 任 给 & (0 < 
< 之 65- ga) ， 我 们 只 要 证 明 存 在 正 整数 4。， 当 1 泌 no 时 就 有 5 一 
E <xnseb 即 可 ， 

因 了 严格 递增 ， 故 了 (6 一 2)<f C6), 又 ， lim 了 (xn 


= 了 【hh 故 存 在 正 回 数 ro， 当天 人 8 时 就 有 请 (xn) 人 一 
) 。 而 了 严格 说 增 ， 区 由 上 (xn > (05 ~ ) 得 到 xn> 吕 - 


者 9 


2 。 因 冰 ， 对 一 切 站 >>9p 有 电 - < 挟 xn 近 昌 ， 即 
i 、 
lim xa= b。 
no 


10, 设 /在 Fa，53 上 连续 ，{xn}cEa，51 且 lim f(xn) 


= A, 证 朋 存 在 局 xcEC[a， bp 司 得 (x,)= 4. 
证 “加 {znj 一 co 的, 故 {xoj 中 必 有 收敛 子 列 fxnsh 设 Ti 


写生 一 os 因 a 过 xm, Sb， 故 xuEr[a， pj 
也， lim f (xn) = 4， 故 im 了 (Yan )= A. 由 于 7 在 La, 
5 上 连续 ， 因 而 
4= ji an ) = ft i any ) = f (x0) 网 
和 
= lim f(x), L= Hm f(x). 


ee 
证 明 对 入 起 和 ELY， Li 稼 有 数列 {xnh， Xn 仑 得 
lim 了 和 


证 由 上 、 下 家 限定 义 ， 存 厅 数列 {x 中 {x }， 使 Ye 人 


a, xm 一 (oo) ， 旧 


“a: ea- 1 lim fC) = Lai 


人 攀 站 当天 (oj 
本 生 二 = 2k, 
Xn = 


[xy ， N=2k-1。 
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显然 ， rn 《Ecoy ， 而 且 lin (xnii— Nn).= 0 让 
RE -和 上 


im f (xn) = 1 Jim Tixn)= LL. 
。 4 


eo 


因 了 连 纺 ， 圾 
。 lipg Ef Cxnr1) — f(xs}l!= 0 ,、 


于 是 由 第 一 章 问 题 31 可 知 结论 成 立 ， 
12, 证 明 Riemann 足 数 
fg9， 为 0，1] 内 的 有 理 数 pA9，? 与 9 是 互 
质 的 堤 数 uy 20， 


je 
四 ， 立 为 0，1 内 的 无 至 攻 ， 


在 [0 ，1] 内 的 无 理 点 连续 ， 而 在 【0 ，13 内 的 有 理 点 不 和 连 
网 机 

证 显然 ，f 在 xs = 0 处 不 连续 。 今 任 取 xeE0，13， 
对 任意 > 0， 使 1/9 之 :的 下 整数 4 只 有 有 限 个 ,而 与 9 互 
质 ， 窗 使 1/9 之 < 的 C0s 13 内 的 分 数 户 /9 也 只 有 有 限 个 ， 从 
而 在 C0，13 内 使 六 0x )Z>e 且 异 于 x6 的 x 也 上 只 有 有 限 个 ， 不 
访 设 其 为 Xx;， X33 ” xm。 取 8= min I x1 — Xo ls 则 当 |* 


1 
-x61 之 8 时 ， 慢 有 0 之 fx) 之 < 成立， 从 而 伍 有 
[f(x)- ol<e 


成 立 ， 这 样 就 证 明了 对 任意 > 0 ， 部 下 在 一 0， 当 0 < 过 | x 
一 xo| 过 名 是， 已 有 

[f(x)- 0)<e, 
因此 ，lim 了 (xy= 0。 这 就 证 明了 Riemann 函 数 / 在 50，1) 
内 的 无 理 点 连续 ， 而 在 [0，12 内 的 有 理 点 水 连续， 


| 


13. 设 1 为 Cao，58] 上 的 递增 前 数 ， 其 依 域 为 Ca)， 拖 
(5)I)， 证 明了 在 Ca，45) 上 连续 ， 

证 《〈《 反 证 法 ) ”根基 不 然 ， 芭 存在 *eE [aa，8]， 司 了 在 
xu 原 不 连续 。 因 三 在 Ca ， 5] 上 递增 ， 故 xo 为 了 的 跳 妈 问 断 点 。 
因此， ff {xe)-- f(x0- 0) 与 上 (xno+D) 一 f (xo) 中 至 少 有 一 
个 大 于 零 ， 梧 如 可 设 (x0) 一 (x, 一 0) 沁 0。 于是， 由 /的 
单调 性 可 知 ， 了 无 法 取 到 六 (xuo-- 0) 与 f(x0) 之 间 的 数值， 
这 与 题 设 矛盾 。 困 此， 在 [aa， 8 上 连续 。 

14: 设 钞 数 在 Co， 451 上 连续 。 证明 


m(xj= iaf f(E) SMCx)= sup f(t) 
da ee 


是 Ca， 汪 ] 上 的 单调 奸 续 范 数 。 
证 易 见 ，m 在 ta， 二 1 上 是 递减 的 。 
任 取 ,Eroe， b 2, ox Hm xn= Xo 则 
m (xn) = inf - f(t), mx (bY, 
Yn 0 
f(%), 1 


fx) | 
f (xn), Xn XD 


直子 /在 Ca， 5D 上 办 绽 故 对 尾 意 # > " 0， .存在 下 整数 当 
# 之 Ro 肘 ， | 
-ef em- f(r)<e, 


| #) 一 a) = inf )- iaf f (EY) 
于 是 mm (xn)— MCxo) le La ( 


立 


= inf FE i we 
dt 


7 之 


和 过 ii ft inf {FE 7E)} 
ts sw 


CAE<e%0 a 
= inf {f(x — f(AE, 
Yn bx 
敦 mi {xo 一 0)= m (xe), 


同 理 可 证 各 (x+ 99)= mCx6o)。 因 此 ，m 在 点 x, 处 连续 ， 

用 类 似 的 方法 亦 可 证 明 对 在 La ， Ba 上 递增 且 连 续 。 

15. 设 {fa} 是 区 间 [4a，6561 工 的 连续 遂 数列 。 对 于 性 一 点 
x Eta 5b ffCx) 都 有 界 ， 即 在 在 依赖 于 xx 的 常数 型 。 
使 


lf x) Ms, CH = 1，2， +) 


证 有明 {fs} 在 Ca， 6 的 某 个 子 区 间 上 一 致 有 界 ， 即 在 在 常数 A， 
使 对 一 切 x* ECa， bn = ls, 2, *", 都 有 


| px EM 
证 《 反 证 法 ) ”假若 不 然 ， 则 存在 n ,及 x1 E50，652, 使 
| fn, 《xi 1。 


因 户 ， 连续 ， 故 存 在 会 有 x*! 欧 子 区 间 [Lai， 5 二 [ 9， 上台 J] {不 妨 
设 5 一 a 之 1/2) ， 合 对 任意 “Stal，581]， 恒 有 
| fn, (x)|>1. 


叉 因 {fn 天 Rj 站 [a 61J] 上 非 一 臻 有 界 ， 政 在 在 Xn 及 
LF pi 和 使 


| fn, (x2)|>2， 
因 jf，, 闫 继 ， 破 存 在 会 有 :的 子 区 亲 [a;， bta, bi]， 剧 昌 ， 


7 了 


-ua 去 1y22) .性 [7 1 在 Cas;，6:39 上 处 处 大 于 2 ,如 此 伏 续 于 去 ， 
得 到 四 
Ht Hy 
及 递 闫 的 闭 区 阿 列 { 世 zk，bgj， 使 对 任 癌 二 ETax pe， 部 有 
fn Cx)1> 有 : 
这 里 ay<<oxr bi bgs il， 用 6 一 wy> 0(R co) 于 是 . 猫 闭 区 


间 诸 原型 ， 存 在 xwEfap bo 《 吕 = 1，2，) 这样 一 来 ， 对 
尾 何 睛 均 有 


| fn (x0)|> 


叱 与 题 设 {fs (x。)} 有 界 发 生 矛 盾 . 


16, 谱 上 是 【- ee，+co) 上 上 的 实 信函 数 , 且 具有 介 值 性 质 ， 
即 车 Co)<e 之 fA(5)， 则 在 a 与 5 之 间 必 有 %， 使 f(x)= 
c , 再 设 当 7? 是 有 理 数 时 ，{% ; (x)= rf} 是 闭 集 证明/ 是 
连续 汕 数 ， 

证 ( 反 证 法 ) ”假如 存在 x。E《(- co，+o0) 使 /在 *o 处 不 
连续 ， 则 存在 su> 0 和 了 以 Xx。, 为 极限 的 数列 {xn}， 使 得 


| fxn)— fr) le Crn=1, 2, *)， 
首先 ， 设 {1xasj 中 有 无 穷 多 个 所 xm， 9 Th 使 得 


sf tam Tf xo) -es (Ch= 1, 2, ), 


出 存在 有 理 数 r 全 得 
fam Yr Lf) CR= 1 2, 0). 


7 学 


因 耻 具有 介 值 性 质 ， 训 在 x。 与 >。 之 闻 存 在 ti 而 有 r+ =./ (8) 


(Ch: }， 2 据 茶 全 ， = 人 。 (CC)= r 上} 是 闭 集 ， 
故 。， 


i 55= wu 上 
从 而 A(xo) = ， 这 与 (1) 发 牛 矛 盾 ， 
共 次 ， 车 上 只 有 有 限 个 点 x，， Xi， Xo 使 
jx flix- ee (i=1, 2, ov, 1), 
出 {x 小 中 必 有 无 穷 子 列 {Yn ， } 满足 


F (xm > f(r0)- £, 


仿照 前 面 的 讨论 ， 亦 可 得 出 蔬 盾 . 1 
综 上 所 述 ， 可 知 上 是 《-- oo，+20) 上 的 连续 函数 ， 
17. 设 站 是 -oo，+co) 上 的 递增 男 数 ， 且 lim ff{t}= 
0， jim fC1)=1,。 对 0<x 之 1， 令 
fo0 
g(x)=inf{f: fi1)> x}. 


证 明 8 是 开 区 间 (0，1) 上 的 右 连 续 阔 数 ， 
证 显然 ，38 也 是 递增 图 数 。 设 xY,E€ C0，1), 性 给 e 半 0， 
吉 有 1 E (一 20，+oo) 使 


1 0 < g {xo)+ ££ flit) Xn, 


因而 存在 > 9， 想 /(f0) 守 XxX，+ 8 ,于 是 对 所 有 %o 守 之 x 二 
8， 孝 有 


tio:{t: f(t)>x}, 


FXI=In{t TO 二 


按 定义 便 知 9 为 《0， 1》 上 的 右 连续 函数 ， 
18. 设 7 是 区 闻 了 土 的 凸 函 数 ， 即 对 任意 xi，xa E 工 及 入 
和 ，Aa220，A + 和 ;= 1 ， 恒 有 


fF Ox t hss) A FN) + hs fx), 


证 明 ，/ 在 区 间 了 的 任何 闭 子 区 间 上 有 界 ， 俱 在 了 上 未 必 有 办 


证 设 [o，853c7。 对 任意 x ELa， 5 存在 和 EC 
1 3， 使 


-arp_a-)prrl ha, 
由 条 件 知 FFx)= 了 tMb+{(l1~%)a) 
SAB5)+TCI-XD)ACGa) 和 | FI + Fe 
故 了 在 [aa， 了 上 上 有 上 界 ， 设 虹 为 其 上 径 。 


另 -- 方 面 ， 令 上 = 人 + p23, WM 


1 如 十 看 1 -gat+tp . 
fi 
Tf tt ) 


< 二 7 (7) + 


即 f(x)>21( 六)- M， 故 了 在 ta，68) 上 有 下 界 . 因此 . 


在 Ca，5] 上 有 界 。 但 在 IT 上 未 必 有 有 办 。 例 如 ， 取 / 《x*) 
=1/7x，7=(0，+cco)， 册 了 是 了 小 的 西国 数 ， 而 它 在 了 二 
无 界 ， 
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19, 证 上 时， 不 能 在 六 = (- co，+ co) 上 定义 一 个 在 所 有 的 
有 理 点 连 线 ， 而 在 所 有 的 无 理 点 不 连续 的 汲 数 ， 
证 设 了 是 定 尺 在 郧 ! 上 的 实 值 函数 ， 我 们 分 三 步 证 明 上述 
缚 论 。 先 引进 记号 ， 
C4f)={x : f 在 x 处 连续 } 
Dif}y={x ;了 在 % 处 不 连续 }} 


{fFf, AY= sp f(x})- f(x’' yl], 
[和 


其 中 入 是 有 界 闭 区 间 ， 称 (ff，A 和 A》 为 了 在 A 上 的 振幅 ， 
ff x) =int{@ (ff A): A 为 内 部 合 有 %* 的 宥 界 秘 区 闻 }， 
称 @(tf，x%x) 为 了 在 x 处 的 振幅 ， 
人 证 其 x EC(F) 的 充 要 和 条件 是 (ff ，%*)= 0。 这 个 
由 了 在 < 处 连续 的 定义 使 可 推 知 ， 
Cf 证 明 C Cf) 是 Gs 集 ， 中 (让 是 下: 集 ， 
如 实 上 ， 对 每 个 正 整 数 ?， 作 集合 


Eas {x :xERR: 且 info (7， An) > 一} 
其 中 As 是 内 部 含有 的 有 界 闭 区 问 ， 瑟 。 是 闲 结 ， 理 由 如 下 ， 若 
.的 导 集 En = 中 ， 则 结论 成 立 。 若 En' 到 中 ， 性 取 xoE kn ， 
央 存 在 {x 有 CEn(xw 关 Xo》 而 有 


lim TEk= Xp: (1)} 
,和 


假若 xu mw 那么 inf mf ，Ase)< 1 Am 。 于 是 兽 帮 在 一 个 内 


x 


部 含有 x, 的 有 界 声 区 间 ， 记 作 :[a，RB3 或 A,， 使 得 @( 疡 A,) 
<<17p， 或 


sdp | flix)— fx) in, 《2) 
A 


Ny” 


| 


况 国 xu 人 BR), 故 由 1) 基站 在 充分 大 的 ls 使 >*， 
‘94， 有 )。 由 《2 ) 可 知 
这 af，As )<1l/n。 


#E 


但 此 事 与 xx，E 已 矛盾 ， 因 此 ，x。E En， 即 局. 是 闭 集 ， 


和 如果 < E DC) 由 (1) 知 @CA，x)> 0， 故 总 存在 
位 x EJn， 于 是 


Dei 
反之 ， 如 果 * E 0 Es， 则 必 存 在 m 使 # E En。 再 由 《1 
可 扒 知 * 丘 C(f)， 即 x € D(f). 于 是 
VU ECD). 
由 此 得 到 D(f)= U Ew 
在 上 学界 员 取 神 集 ， 应 用 de Morgan 公 趟 知 
Cf)= 0 em ~- 


其 中 Gu = RINE 是 开 集 .因此 , DD (7 ) 是 严 * 集 ,Cr ) 是 G8 集 。 
CNY' 证 明 有 理 数 集 包 不 可 能 表示 为 可 数 个 开 集 之 交 ， 
事实 上 # 却 果 QQ 可 以 表示 为 可 数 个 开 集 Ca (n=1, 2， 

…) 之 交 ， 邵 


人 = Nn (Tn 


7 贡 


那么 CGOCa=T，2，)。 又 ， 驴 在 中 :中 笠 密 , 故 C 是 尺 : 
中 的 稠 守 开 集 。 不 难 证 明 ， 可 数 个 稠 嘱 开 集 之 亦 仍 是 称 密 开 华 。 
而 已 趟 是 开 集 ， 蔬 盾 , 
由 《Qf ， 《Ni 可知， 在 玉 : 上 不 存在 在 所 有 有 理 点 处 连 
绪 ， 而 在 所 有 无 更 点 处 不 连续 的 实 信和 函数. 
20. 设 /在 C0，+co) 上 ~- 致 连 缺 ， 且 对 任何 x 20 有 
lm x+n=TD， 8 基 下 整数 ， 


NH co 


证 明 lim f(x)= 0。 


Cs 
证 性 给 8 半 0， 存在 半 9， 当 XX， EE [0,:+co) 且 
i x -| 过 8 时 ， 就 有 
{fx)— f(y) la, 
设 {x1， Nop my xp} 是 [0， 1 中 的 这 种 点 的 有 限 集 ， 使 对 
每 个 xE [0，13] ， 可 以 找到 (1 所 1 S 和 ) ， 满 足 | x 一 
x4 |< 民 5， 于 是 对 任何 xx 这 0， 总 存在 正 整 数 m， 使 得 对 于 某 个 
i 有 17 -一 下 | 民 3。: 叉 由 假设 im ff (x+ = 0， 克 在 
在 正 整 数 "w 当 n 之 #o 时 ， 对 一 机 (1? 了 TR) ， 有 
1 Cet 1) | e/a, 
任意 ， 一 1 时 ， 对 于 某 个 : (le A)】 及 
有 js 和 一 ~- xt— ni<S, 从 而 
[Fx sf x tn +t/ x) — fxrt ny} 
ea/2+e/2= £1， 
即 lim fx)}= 0, 


21. 证 明 ， 有 办 区 间 《〈《a，5) 上 的- - 致 连续 函数 必定 有 党 。， 


7 了 9 


证 设 7 了 是 有 界 区 问 (“a，5) 于 的 一 至 连 续 画 数 ， 则 对 
= 上 存在 训 交 人， 当 X1 XE 《db) 是 
时 ， 就 有 


Cf) fr) | 1. 


现 考虑 区 间 F[q + 680/2， 56-80/2),。 因 f 在 (a，6b) 上 一 
流连 续 ， 放生 亦 必 在 Fa 十 872， 5 ~ 50/2] 土 连 然 ， 从 而 齐 在 
常数 灶 ， 侍 


[FEM (Coa+tBdo/2Ex b-bd/2), 
任 取 xE 《@，a + 990/12)， 商 有 
[x- (Cot+d,/2) | /2 
因而 |f(x)- f(a+trdo/D|<1. 
于 是 |¥ x91< ftatdo/2)| +1, 
、 同音 吉 证 在 5s=5o12，5) 上 ， 有 
> [fex)l<| f(b- 80/2)|+1, 


综 上 所 述 ， 可 知 /在 (a，56〉 上 有 界 . z 
注 ”对 于 无 界 区 间 ， 问 题 21 并 不 成 立 ， 例 如 ， 取 (x) = x， 
则 了 在 《- co，+ co) 上 一 至 连续 ， 但 了 并 不 有 界 ， 
… 22 ,证 央 , :有 有 和田 公 间 (a ， 6 上 的 连续 函数 f 为 一 致 连续 
的 充分 必要 条 性 是 / (a + 0) 与 1 《8&8 ~ 0) 均 存 在 ， 


证 充分 性:* 设 / (ga + 0) 与 (45-0) 均 存 在 令 
f (Cx), xEta, 5), 
F(x)=f (a+0), X= aq， 
ff tb-—-0), = 站 
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则 握 窒 C4， 5 上 连续 ， 故 它 在 【ce ， 5 上 一 致 连续 ， 从 而 在 
《2a， 右 )》 上 也 一 葡 连 续 ，- 因 在 (2， 5b) 上 F(X)= f(x)， 
故 f 在 (a，6) 上 一 臻 述 续 . z 
必要 性 设 是 (a，6》 上 的 一 臻 和 急 函数 ， 则 对 性 意 。 

0， 存在 8>0， 对 于 x/，x*E€ (4，6) ， 当 | x 一 x”|< 
5 时 ， 殉 有 

| Fe 一 YE 
取 3，=8/2， 册 对 xi，xrcE (ac，p)， 当 D<xr- pb 
0<| xi -gl<5i 时 ， 

[xy 一 和 sx-eil+ixy -0 |<28,=8, 


鼓 | fx f(r) | e, 
于 是 由 了 匡 数 的 Cauchy 准 则 可 知 ，f 让 9 的 有 极限 <a + 0) 看 


在 。 同 理 如 证 《45.- 0) 也 存在 . 

注 当 (o， 妈 ) 为 无 界 区 阅 时 ， 充 分 性 仍 成 立 ， 但 必要 性 
不 再 成 立 ， 例 恕 ， 设 CX)=sin%*， 则 在 (- oo，+co) 上 一 
玻 连 续 ， 而 lim fx) 并 不 存在 ， 


23, 设 冰 数 了 定 义 罕 有 界 区 间 “a，56) 上 ， 自 对 (a，5) 
内 的 任意 收 敏 数列 【xs 极限 iim 7 ( xw 》 都 存在 * 证 明了 在 


《2，) 上 一 致 连续 。 
证 先 证 了 在 《cc，P) 寺 连 销 ， 邯 对 性 意 *oE(ec， by, 
lim f(x)= f(xo), 


Tp 


没 {xnj} 是 Ca， 上 8》 内 任 一 收 全 于 x。 的 数列 ， 令 


: I n =2k, 
pL 一 
Xs 二 2k 1， 
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则 Ys.n 《eo)， 和 由 题 设 知 lim 7 (yw) 存在 ， 故 其 于 列 { 了 
Cys8 站 与 {/ 《Cy 34-1)} 均 收 全 县 有 相同 的 极限 ， 从 而 
jim i (= im f lv, = 1 (yrp-1) 
~ ,lim ff (x0) = f(x0), 
又 因为 lim 7 (xn) 存 在 ， 所 以 
mf (an) = lim f Cxn), 
从 而 im f(xw)= 7(xw)。 于 总 


lim f(x)= f(x), 


基 -和 时 站 


,再 证 六 at+0) 与 上 (5-0) 者 存在， 为 此 ， 设 {xn}， 
{fxn 为 《a，2) 内 任意 两 个 收 化 于 a 的 数列 。 令 


阁下 二 2k, 
二 下 


Xn 1 和 =28 一 1， 
则 za 上 (十 oo， 从 而 lim 7(z 存在 ,于 是 
lim f (22k)= gn Of zen- 1)， 
让 地， :T 
又 因 im (xm) 与 jm f(xw) 也 都 存在 ， 收 
No Ho 
lim f (Xn) = im f (Xan) = on f (zs ， 
HH -号 全 Fos — Cm 


lim f (xn ) = nn f (x'sg- i i (Za01)s 


是 -> 习 


$2 


因此 ， lim f (xu) = lim 了 fa )。 订 计 了 [ 如 十 站 } = lim . 


区 让 和 十 只 
f(x) 大 在。 同 理 可 还 /站 (4& -0) 也 存在 。 于是， 由 本 并 问 
题 22 可 和 扼 ， 了 在 (5，P) 上 一 致 连续 ， 
"4 证 盟 ， 了 在 区 间 了 上 一 致 连续 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 任 
普 5 半 0 及 x，y€ ， 存 在 实数 P， 当 | f(x)- fC3)1/|z* 
一 了 |j 半 P(x》 ) 有 时 ， 才 
[fx)- f(y)|< 8, 

证 ”充分 性 ， 任 给 = >0。 (ff) 苦 题 中 的 忆 >0， 可 歌 8 
=gEfP， 当 X，yEF (xy) 征 | YY- 一 3 时 或 音 行 
Fix- fC)/Aiix- yap, 

此 时 | CCY Fi)|< PD= 8, 
或 者 有 [FCx)- FS， 
此 时 按 题 投 有 | 产 (x 一 了 人 3) 
Gii) 车 是 中 的 二 0， 则 对 任意 x ,> E ?不 等 式 if(%*) 
- f(y)|<。 信 起 立 ， 
综 上 所 述 ， 了 在 了 上 一致 连 续 ， 
必要 性 ， 假若 不 然 ， 震 存 在 Eu 0，705; yo i 使 对 性 意 
实数 忆 ， 虽 铸 | (xo) 一 (yo)1/|xs 一 yo 之 P， 但 是 | 六 xn 
一 f(yo) ls0, 今 
妍 = 1 f {xo)}— fiwvo)!, 
凤 存 在 正 整 数 有 > 1， 使 (8 - 1)ess&<<pen 
再 今 = a/Ck 一 1)， 则 Eo 所 BB 所 25。。 不妨 设 xeyo 用 
f Cro (yy 内 于 
fixo) f(xo) t+ so) 十 厌 = 5 
#3 


破 由 介 值 性 质 ;. 存在 xi(xo<xisyo ， 使 
f (x)= f (x0o) + B. 

同样 存在 x%，(《x1 过 x: 之 yo》， 使 
f(xe)= tx)+ PB. 


依次 可 得 xu<xi< cx 其 中 xx= yo。 这 时 对 任意 f (7 = 
ls, 2 "»* 上 3 由 于 站 (x,} 一 f(xi1)= 有 六 go， 据 一 致 连 
继 性 定义 ， 必 然 Xi 一 Xt-1 写 9， 从 而 


Le A oe $B 
品 ” 


一 


— yn 
取 忆 =2eo/58， 网 
A 人 0 <P， 
-yo 
矛盾 。 


注 “ 问 题 24 是 由 PaineG 纪 证 明 的 ， 
25. 设 《Ga，) 为 有 界 区 了 间 ， 证 明 ， 国 数 了 在 【aa， 声 ) 上 
-一 至 连续 的 充分 必要 条 件 是 ， 对 于 (a，8) 中 的 任意 Catchy 数 
列 {xn}， 郴 数值 数列 { (xj 也 是 Lauchy 数 列 。 
证 ”必要 性 ， 设 了 在 《aa，56) 上 一 致 连 铅 ， 即 对 任意 : 旋 
0， 存 在 8 半 0， 当 x’，x*E€ ta,， 656) 及 1x 一 x”| 之 $5 时 ， 
就 有 
| 7Ftx -了 (xj < ee。 
设 {xo} 基 (a，:5》 中 的 Cauchy 数列 ， 则 存在 正 整 数 re， 
当 煌 ， mo 时 有 |xm- Xn| 之 3， 从 而 
| f Cxm) 一 FTxnj 二 8 


84 


即 { 了 (xn 是 Cauchy 数 列 。 

充分 性 ， 人 恨 设 /在 〈《e，5) 上 不 -- 臻 连续 ， 即 存在 zu>0， 
对 Sn= 1/n {Ht= 1， 2， 和) 分 别 存 在 (a， 5 下 的 点 xn， 
Xn 昌 热 |xs’ 一 Xn | 二 Do 但 是 

| Cs 一 了 (az)| eo, 

因 〈a，5 ) 有 界 ， 故 {xs } 中 有 收 策 子 列 {x 所 j 设 xm 
《有 一 co)。 蔓 语 ， Xn X00) 也 成 立 。 

Bxi 一 Xn 习 一 3 “二 X49 

FR= Xs "oy 


显然 ，{xaj 是 Cauchy 数 列 ， 但 允 任 总 正 整 数 o， 有 
| f (xsx -1) — fF (xu ) 18, 


这 与 {Cx%w)} 为 Cauchy 数 列 的 茶 作 发 生 争 盾 。 因 此 ，f 主 {a， 
b》 上 必定 一 致 连续 , 

注 连续 阔 数 未必 把 Cauchy 数 列 上 映 戌 Cauchy 数列 ，。 傅 大， 
在 区 间 (0，1) 上 定义 函数 


f(x)=Lsin +, 
XY 
则 了 和 连续。 又 ，{t2/rrj 是 《0，1) 中 的 Cauchy 数 列 ， 但 { / 
(2/nn)} 却 丰 是 Canchy 数列 ， 
26。 证 明 ， 若 了 是 有 界 闭 区 间 [a， 53 上 的 连续 函数 ， 则 看 
在 c ECa，b 3， 使 对 一 切 x* ECa，5)， 有 f(c)> f(x)， 
有 界 闭 区 间 上 连续 函数 的 最 大 值 存 在 性 定理 是 数学 分 析 中 晤 
基本 、 最 重要 的 定理 之 一 。 关 于 这 条 定理 的 证 明 ， 通 常 是 据 它 在 
该 区 间 上 有 界 且 能 达到 上 确 界 来 证 明 的 。 这 里 介绍 的 两 个 新 证 明 


#5 


分 别 岂 于 Peraauc2 的 和 Tenningtonts2。 他 从 的 证 明 各 有 峙 色 ， 而 
用 部 富 于 局 发 性 。 
证 法 1 令 


MM {x Era bx) 空 了 (1 对 一 切 Ca， 芝 |。 
轩 a GE 人 7， 故 好 非 空 且 有 上 界 "。 仿 
c = supAM, 
任 取 * 后 5a， 8), 令 
y=in{2 Eta, B71¢ fa) XI 


我 们 证 明 ， C7) Fy 了 x) 【让 yEMNM, (Ci) ce 
M， 由 此 可 弗 ，Y 世 CC 且 f(c) 守 (yD) 户 /(Xx)。 于 是 对 一 切 
XELa, BI 有 FET(Y), 

《fy 人 性 给 = 人 0， 存 让 832 0， 使 当 # EL[4a， bj 且 》 过 
+， 有 


fC)- finu)|<e, 


据 y》 的 定义 ， 存 在 z E[e，53 使 ?所 > < TS8， 且 三 (z) 产 
f(x )。 因此 


fr)= FCC2)+ f(y)- fl(2)/1 (2)-2 
f(x) tt, " 


内 。 的 任意 性 知 /(37 7) (x)， 
4 不 存在 4 使 4 之 # 之 9 且 / (4)>f 
昌 因此 ， 都 g 过 # < ?7， 册 


ff EI), 


让》 EM. 
Ctr) 在 给 。 > 0， 存在 8 之 0， 使 当 z Eta， b) 县 | = 


§6 


- <4<-58 时 ， 有 
， [ff 08)- fle) <e， 
假定 a < < 之 c。， 据 6 的 定义 ， 存在 2 EM 使 x 世 z ec 县 | > 
- cj<5。 因 此 、 
- 关 网 起 FUz)= fc) + fz) fe) 
fr)+e, 
可 见 f (4) 坟 (6c)， 从 而 se EM， 
证 法 2 令 ao = 9，66 = 加，an41 与 bw! 以 om 与 5s 如 下 革 纳 


地 觉 义 ， 令 cn= 二 《on+ bo) 。 车 存 在 一 个 数 # EC Cow，cn 使 对 
一 切 下 和 fcw ， be] 有 上 {vu < 了 Cu )， 则 念 owy: 一 Qny 站， 1 二 Cn 
车 市 后 ， 即 对 每 一 iB GCCeny Cnly 存在 U E {cn bni, 使 J/ tv) 
>1 { it 出 令 an = Cn，Znri = pn， 无 论 属于 名 一 种 丛 形 ， 都 


有 
〔 2 Onn 1 hs, 1 De 
Gi) ht Cbn -on). 
i CY 若 , 区 E Cons bl 则 存在 数 y》€ fon;， bn 1), 全 了 
(x)&/ (7), : 
这 笠 ， 我 们 定义 了 一个 闭 区 间 列 cow 本 《n= 0，1， 
“…“)， 具 有 体质 


《 )' 著 fi 送 m 之 0 ， em sm, 
{it yb 一 Cs (n>00), 


A ' 荐 加 E54，62，1o 是 非 负 瑞星 , 则 存在 》€ Lew。， 
8 重 /#) 才 (9) 

所 CF)'， 数 列 {aon} 上 收 化 
各 划 ， Et b 3 


> im Jn = 立 5 则 和 Com 
bn Cm= 0 i, 2 0), 
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兹 证 对 每 一 x Era，53， 有 (xsFc)， 

设 x* ECa，65)， 并 任 取 实 数 t 沁 了 (oc), 由 于 /在 Coa， 
5] 上 连 铀 量 e ELa, .483， 圾 存在 正 数 3， 使 当 y》 ELa，481 
且 |3 -| 过 5 时， 有 (2)<t。 据 (7)”， 可 取 和 使 pn。 a; 


之 8。 于 是 据 《ii)/ :可取 y*E [on,， bo J 人 1 
由 于 c € [on,，6mJ， 我 们 有 


Te, ， + wily 此 [bs -on 二。 到 


因此 ，ysEf ay 8 有 从 而 (Cy) 之 tt， 了 (Xx)<t 可见 
(x*) fe), 

.27， 证 明 。 淇 /在 [a， 5 ] 上 连续 ， 刚 (7) 在 [La，68] 
卡 有 界 ， GD) /具有 介 什 性 质 ， 即 车 fia)f(5)<0， 则 存在 
XEto, 5) 使 f (x0)= 0， 《全 门 /在 [a， 46] 上 一致 连 
续 。 

这 是 关于 连续 函数 的 三 个 著 逢 定理 我们 这 里 向 读者 介绍 的 
-种 新 的 证 明 方法 属于 BotsktocsWy， 他 给 出 了 这 些 定理 证 时 的 一 
种 统一 处 理 方法 ， 所 用 的 技巧 是 基于 下 述 定义 和 可 理 ， 

定义 [0，5 J 的 闭 子 习 间 族 CC 称 为 Ca，5 j 的 一 个 完全 覆 
瘟 ， 是 指 对 任 一 ECa，8)， 存 在 35(x )> 0， 使 得 Fa， 
的 鳃 个 含有 x 且 长 度 小 于 5 (x》 的 闭 子 区 间 都 属于 CC， 

引 理 ”车 C 是 Ca，4 的 一 个 完全 狠 盖 ， 则 C 包 含 [ a ，】 
的 一 个 分 划 。 即 存在 。 = XK n= bu， 使 每 个 [xx-1， 
x 了 《下 二 .11 :2 9#)》 都 属于 CC， 

证 ( 反 证 法 ) 着 C 不 包 合 C a ， 6 J 的 任何 分 划 ， 则 通过 对 
Ca，48-] 重 质 使 用 对 分 法 可 得 Ca ，5 的 闭 子 区 间 列 {Jw}， 和 使 
Tn n+ C= 1, .2 ***)， |7nl~> 0 CH 一 co)， 且 记 不 包含 
任何 一 个 Js 揭 任 何 一 个 分 划 ， 其 中 [| 代表 Tr 的 长 度 ， 由 闭 区 


.| 


间 套 定理 ， 存 在 唯一 x* G 介 J。， 车 SCx) 如 定义 所 述 ， 则 四 
17s| 0 《4->co) ， 改 存在 rs， 使 yj]<<S(0z )， 从 而 Js 
EC。 于 是 ，C 显 然 含 有 7 的 一 个 分 旭 ， 矛 导 ， 


更 在 利用 引 娃 来 证 明 上 述 问 题 . 

(?) 令 

={I :了 是 C6， 5 的 闭 子 区 闸 ，f 在 7 上 有 界 }. 
先 证 己 是 Ca，52 的 一 个 完全 覆盖 。 为 此 ， 任 取 * Ef a，5y， 
因 了 在 x 连续 ， 故 存在 8(x) 半 0， 使 7 在 区 间 (*%* -8 Cx)， 
x 了 BC%)) 上 澳 界 《车 = 6 或 5， 则 (xx -8(x),， x+ 
Cx )) 分 别 换 成 [xx，xYx+5fx)) 或 (x- hx) xD])。 现 
设 了 是 含有 x 且 长 度 小 于 52) 的 [a， 训 JJ 的 性 一 拷 子 区 向 ， 由 
Cx C(x) 2+afx))， 于 是 /在 了 7 上 有 和 异 ， 从 酒 工 E 
个 ， 了 加 亿 是 Ca ，#5 J 的 一 个 完全 覆盖 ， 据 引 理 ， 亿 和 外 党 La，#] 
的 一 个 分 划 ， 由 于 f 在 分 虽 的 每 个 小 区 间 上 有 界 , 因而 /在 [ 9， 
5 J 上 有 办 。 

《i ) ( 反 证 法 ) 设 不 存在 *,E€ C5，58)， 司 (xo)= 0. 
令 

C={1 :7 了 是 [a， 65] 的 阔 子 区 间 且 站 了 上 辐 号 }， 
风 忆 是 EC a ， 上 63 的 一 个 完全 覆盖 ， 事 实 上 ; 设 xX EL[G，5J， 则 
因 了 在 < 连续 县 了 2) 关 0， 故 存在 3(x)>0， 使 7 在 (x - 
5 CX) + Cwm)) 上 与 1(%) 具 有 和 相交 的 符号 、 渤 7 了 是 合 有 
% 月 长度 小 于 8(x》 的 4，65J 的 闭 子 区 阅 ， 则 TCtx 一 8 
(x) ，% + BC(%))。 因 此， 了 EC， 从 而 CC 是 fe， 思 ] 的 一 
个 完全 覆盖 。 册 让 理 ， 忆 包含 Fo，5J 的 一 个 分 划 I 了 1， 了 本;， 
"了 wn。 不妨 设 这 些小 区 和 间 是 按 自 左 至 石 的 恬 订 编号 的 ， 梧 以 
看 出 , 了 在 Co, 6523 上 必定 具有 同一 往 导 。 这 与 已 知 发 生 予 盾 。 鼓 
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必 存 在 >ewE 《a，65)}， 使/ (xo)= 0， 

Qt) 尾 给 8 六 上 0， 仿 

C=tr:7 是 Ca， 3] 的 闭 子 区 间 且 对 任意 *，yE 7 有 
17 (x)- FC) 18/2}, 由 了 在 [ga，z] 上 的 过 续 性 ， 易 证 C 
是 [ a ，48 ] 的 一 个 完全 材 盖 。 因 此 ， 人 个 包含 Fa ， 5 的 一 个 分 划 
人 


8 := min{| 7: R= i, 2 3 nn }, 


若 5 a，5] 中 的 点 x* 和 满足 | x - i<5， 则 x*，> 或 者 属于 
以 上 上 分 划 的 同一 子 芭 间 ， 或 少 属 于 两 个 相 邻 的 子 区 间 。 无 论 在 印 
种 情况 下 都 有 | C(x)- /0 <e。 故 了 在 Ce，53] 上 一 致 
连续 ， 

注 数学 分 析 中 还 有 一 些 定 理 亦 可 用 上 上述 方法 给 出 证 明 ， 奶 
有 聊 改 盖 定 理 ， 育 点 原理 等 ， 

28。 设 了 在 有 界 区 间 《〈s，) 内 连续 ， 且 


lim Fr) im (= 0, 


车 十 内 
证 明了 在 《oa，8) 内 有 最 大 值 或 最 小 值 , 
fix), xEta, b),， 
证 令 Po 
- 0， = 0 或 %*= 态 。 
则 环 是 闭 区 间 [ a， 5 7 上 的 连续 阔 数 ， 上 故 下 在 [ e ， 5 3 上 必 有 最 
关 值 和 景 小 值 ， 即 存在 x,，x: ETa， p]， 使 
Flix r(x) (T(E), 
当 x1， Xo 是 [ 4， J 的 端点 时 ， Tix}= F(x.)=0., 这 时 
F000， 于 是 了 二 妇 ， 因此 ，f 在 (4a，45) 土 既 有 景 大 值 也 有 景 
小 值 ， 它 们 都 是 0 。 
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EE ga 6) 时， (= F(x) x) (a 
bb) ， 太 而 了 x 和 了 T(xX) (axx<py ， 即 /xD) 是 了 在 


a， 上 如) 上 的 最 小 值 ， 
同 理 可 证 ， 当 x ELa，5) 了 时，f (xs) 说 是 /在 (a, 48) 


上 的 最 大 值 。 

综 上 所 述 ， 7 在 《ee，P)》 此 有 最 六 总 盛 最 小 慎 ， 

29，。 设 目 致 了 在 区 了 间 【a，e] 上 连续 ， 月 有 叭 一 最 小 值 点 
xcEr，p] 证 明 ， 车 xnE Ta, 5H lim jf (x)= f(xn), 
则 jim xs = xo, 

证 ( 反 证 法 》 ”般若 不 然 ， 则 应 有 正 数 26 及 {xn} 的 子 列 
{ xm， 上 ， 俺 担 

[xn, — Xo [Eo, 
因 {xs } C5a， 加 J， 故 存在 收 化 子 列 。 不 妨 设 此 子 列 为 {x } 
本 身 ， 并 证 


lim Xn = xo ELH, b), 
roo “ 


显然 ， 2 也 2 但 据 /在 5 a， b J 上 的 连续 性 ， 又 应 有 
f(xo) = lim fF Cxn) = i 7 《Am ) = fCxo’ ) 。 


比 式 与 x 为 f 的 唯一 最 小 值 点 矛盾 、 因 此 ， 必 有 lim xw= xe。 
30。 设 {/ 时 为 有 界 闭 区 间 [ 0， 4 J 上 的 连续 丽 数列 ， 且 
Fx) 

又 ，lim fn《x)= 《x*) 在 [a，6bj 上 处 处 存在 ， 证 明了 在 


日 

四 
上 : 
上 L 


Lao, & J 上 必 有 最 大 和 慎 ， 
$1 


证 因 访 在 [fa， 昌 上 连续 ， 故 有 型。 使 
f(x EM (ob), 
又 因 画 数列 {fa(%*)} 递 减 且 收敛 于 / (x)， 故 
fx EM (oA), 
令 M= sup f (x), 
, ob 
则 好 二 Mo。。 按 定义 ， 对 任何 正 整 数 &， 有 xxE[L a，5J， 使 


f(xy) >M- 元 . 


考虑 数列 {xij， 因 其 有 界 ， 圾 存 在 收 伍 子 列 ， 不 妨 设 它 不 身 就 是 
收 伍 的 ， 并 记 其 极限 为 x,， 风 


fatxo) lim forp lim GO- 工 ) = 1， 
1 rey Re a 


再 令 B8->oo， 即 得 (x0o) = lim fn(xo) 之 计 。 于 是 由 族 的 定 头 


盈 知 (x0) = 好。 

31, 设 是 闭 区 间 [ a，5 J 上 的 汀 数 ， 满 足 条 件 ， 对 每 一 点 
xo ECLa 5 任 取 8 > 0， 存在 8 > 0， 使 对 一 切 x*€ [a， 
b(txo- 外 xy 有 


: (全 (Ye 二 E 。 
证明 (i ) /在 Ca， 5 上 有 最 大 值 。 (G1) f 未 必 有 下 界 ， 
证 (1) 上 光 证 站 在 [ ae，5 ] 上 有 上 界 。 假 苦 不 然 ， 则 对 任 
意 正 整数 站 ， 存 在 xwE€[50，5J] 而 有 
“ 了 人。 
因此 ，Jim 六 (xn) = + oo 
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因 {x} 有 异 ， 故 存 着 收 俩 子 列 {xw }， 令 
ne 一 Xe b ,J 1 
下 (xn) = + co， 四 而 ， lim (Xn 》 = 1 co 
江面; 出 题 设 ， 当 < cr， 六 (Xo™ DB rn+ bd) 
时 ， 有 
和 i (CX) {x%0) + Es 
因而 lim f (xn, )< (xo )+ &， 闷 扎 ， 


于 证 / 有 最 大 值 ， 即 上 达到 其 上 确 界 有 。 事实 土 ， 按 上 确 界 
的 定 闵 ， 对 于 en = 178 而 育 ， 存在 xnaEfLe， 6 -， 使 


8 < I Xn) < 有 
即 - lim fx). BB， 
取 {xn 地 一 个 下 生子 列 {xo。 ), 全 
lim 3 = xo Etro, b,j 
on 
则 in 了 《Xml 2 二 有 ， 因此 ， 对 任意 已 半 0， 有 了 人 0， 当 np> 
Wn 时， 有 
| f (xm ) — B [< , 

1 土 证 院 wei') = 四。 因 BB 是 广 在 Lo, 85] 上 的 上 确 界 , 故 /Xxo) 
二 和. 于 是 ， 我 们 商机 证 明了 (xo) < 之 日 为 不 可 能 ， 流 六 (Xo) < 
B， 记 

B - fF (xo' 三 A 0， 
3 


aa 一 
"可 


取 s' = A/110， 则 南 | f (xm) 一 B|<e (mg>>an: 
得 到 


了 )>>B-e’= (xz 二 = (xo + OA, 
n> BB- =f lx 0 to 


该 与 条 丁子 (x+ 8 《充分 接近 ww 3 发生 沸 讲 ， 因 
此 ， {xp }= B. 
《ii ) 了 了 未必 有 下 和 田 ， 例 如， 在 区 间 [0，1D 上 ， 令 
-1 | 
机 fx}=4. | 
i 0， =1, 
在 * 关 1 处 /是 连 纺 的 ， 故 满足 题 设 条 件 ， 在 % = 1 处， 员 不 
连 扰 ， 但 也 满足 感 设 条 件 。 然 而 ， 了 显然 无 下 异 。 
32， 谈 了 是 Ea， 坟 ] 上 的 上 半 和 连续 函数 ， 证 明了 在 [aa， 和 
上 有 上 田 。 | 
证 (上 反 证 法 ) ”假设 f 在 Ca，63 上 是 上 半 连 织 的 责 数 ， 但 
无 上 界 ， 则 存在 数列 {xw} 和 C6， 5 ;使 得 
f (xn) > #1, = 
. ， 于 . 
有 界 数 列 {xs} 必 有 上 收 合子 列 {xn, }， 记 


lim ww = 0, 
FR- * 


则 吕 扎 了 5， 有 革 而 上 在 点 % 上 半 连 续 ， 出 上 半 连 和 楷 函 数 的 定 
义 ， 对 给 省 的 于 粕 en = 1 ， 必 存在 8B 半 0, 当 | x 一 cj<b (x 
Efa, b J) 时 ， 恒 有 


(XI (C++ 1, 


4 


上 人 


| 


另 一 方面 ， 由 于 fm XN = 栈 对 上 述 582 放 ， 总 存在 止 整 芝 
并 ， 当 及 >> 玉 时 全 有 |xo 一 | 之 3， 从 而 当 上 之 开 时 合 有 
np< fxn, TA (a)+ 1, 


好 rpx< Ca)+ 主 对 一 切 有 人 > 下 都 成 立 ， 这 晤 然 是 不 可 能 的 ， 故 
了 在 La， 问 ] 上 必 砂 鞋 界 。 

33。 设 是 [Le，] 土 的 鞋 半 连 续 函 数 。， 证 明 存 在 xoEr a， 
5 使 得 


f (x0) = ‘sup fix)y, 
a 


0 
证 ( 反 证 法 ) ”内 本 章 癌 题 32 类 了 在 Ce， 古 2 上 有 鞋 界 ， 令 
SP f(x%)= A, 
rE 


设 了 在 [ a，5 J 上 取 不 到 上 确 界 A4， 则 对 一 切 x*E[ 9a，45)， 醒 
有 A- f(x) 汪 0 令 


1 
= COX bp), 
PO) fs) < 
并 任 取 x [a，51， 则 有 
-oo— -一 一 一 1 1 . 
| £ = |] 二 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 -一 
kt ) jx dr) lim CA- f(t)) 
玉生 区 


= 
一 lim jr) A- {x) 
一 时 
周 此 ， 五 在 (1a， ] 土 是 上 六 连续 的 ， 从 可 避 有 上 土 卉 ， 设 台 是 下 
的 一 个 虐 深 ， 即 
985 


1 
0<FOx)= -一 > ， 
A per) 


网 f(4)<<4- 寺 《ox 民 b)， 这 与 4= stp, 1《*) 六 盾 ， 

34。 设 函数 了 在 区 间 [ 0 ，2c] 上 连续 ， 且 了 (0) = f (20)， 
证 明志 ,在 这 简 [ 贞 ， 地 I 上 肤 少 存在 某 个 Xx， 使 得 / (x)= 了 (x 
十 在)。 

证 .着 有 Ca)= 天 (0)， 即 /00)= / (0 + 4)， 则 命题 成 
让 。 ， ， 
现 设 上 Fa) 关 (0)= (2ay， 不 站 再 设 上 (az) 人 > 了 (0)。 
考虑 函 将 

万 (X%) = 了 (YY) 一 了 (Ta (0SX 入 0)。 


因 /在 [0，2a]3 上 连续 ， 故 天 在 - 0 ， “1 亦 连续 ， 而 且 
FIOY= 10) f(a) 0, 
F(ay= f(a}- /| (20) 09, 
由 连 钱 函数 介 值 定理 ， 存 在 x* E(0，a), 使 Ft*)= 0， 即 f 
Cxy = F(X+O. 
35， 设 了 上 在 〈a，85) 内 连续 ， 又 没有 数列 {xn}, {yn} 避 
Ca bY Xn ya 9 《Ho0) ， 使 得 


lim ff Cxn) = A, lin ff (yn) = 8. 
性 on 


-> 


证 明 对 4，8B 之 闻 的 任意 实数 4， 存在 数列 {zn} Ce， 吕 7 
Zn (站 全 oj 使 得 lim f (zm = 有 


证 不 妨 设 A4<P<B。 因 f (4 fy) YB(n~ 
ce 故 对 充分 大 的 fs 有 
了 xa TL (Vp? (Ho, 


身 丰 


据 连 续 涟 数 介 值 定理 ， 在 xn， yw 之 辣 有 一 实数 EE {Hi}, 恒 
f(zn) = rH, 这 样 由 Yn 六 0， Xn OM 2 0 《站 一 co)。 因 此 


lim 了 《en = HL ， 有 zn 4d (noo), 


入 一 


36,。 设 1 是 (a，+oo) 上 有 界 的 连续 函数 。 证 明 对 任意 实 
数 了 ， 存在 数列 {xnj， 使 xm-eo (Nn Yoo) ， 而 且 
timf f {x+ TT) flr l= 0, 


证 令 T(x)= f(x%+T)- 《和 
《了 ) 著 对 充分 大 的 天 ， 恒 有 
站 
刚 当 x >> 天 了 蛙 ， 关 (zx + 个) 之 (x)。 令 


As 和 十 MI= 区 0 十 了 x = n+T oo 于 是 
Mn ce 和 op 而 且 


n= fF nt t Tf Xn), 
因此 { f Cn) } 是 递增 有 界 数列 ， 从 而 有 有 极限。 区 
Tw = flxnt TY)— fxn) z 
= fr) frm (CH= 1 2 oo， 
故 lim Ef Cxnt T')— 了 (xy 


= lim [CCxn+ri) ~ f {xn) ,= 0 。 
Noo 


Gi ) 车 存在 六 0 ， 使 当 关 全 天 时 TY ) 受 0， 则 可 用 类 
羽 方法 证 明 。 

人 全 关 存 在 数列 {2 {rn }， 合 Xn 一 co， xm co 人 下 
>oo)， 人 也 是 
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T(xn )> 0,， 了 (xn On- 1,， 2， “) 


则 由 连续 函数 介 值 定理 ， 存在 xw Ce A 使 得 工 {xn} 
= 和 = (00) ， 于 是 
lim Cfixnt+ TT)— (xn 0, 


37。 投了 了:[0，1]>50，1 是 连续 满 映 ,xx; E50，1]， 
Xn {x 收 癌 于 了 的 不 
动 点 的 充 要 条 忻 是 lim (Xn —*n) = 0. 


证 容易 证 明 ， 若 上 :[0，13*-0，13] 是 连续 满 射 ， 则 
f 在 [0，1D 上 必 有 不 动 点 ， 即 存在 x。E€E -0，1 J 而 肥 站 (x0) 
一 Yo 

对 x 全 [0，1]， 令 Xn.1 = (xn)， 称 {xwn} 为 了 的 逐次 到 
近 数 列 ， 若 {xw} 收 放 ， 则 它 显 然 收 僵 于 上 /的 不 动 点 ， 

Cha 和 Moyerrs59 于 1966 年 给 出 了 /7 的 逐次 遇 近 数列 的 各 种 履 
黎 特 征 。 

Hillamc75 于 1976 年 给 出 了 了 的 逐次 台 近 数列 男 一 收 伐 特征 
如 下 ， 

设 :T0，13>0，1] 是 连续 满 射 ，x:E [0，1?， 
{xa+ 是 子 的 逐次 逼近 数列 ， 则 {xn} 收 合 于 7 了 的 不 动 点 的 充 要 条 
件 是 lim 《xnrl 一 Ya) = 全， 


必要 性 ， 设 {ze} 收 全 于 了 的 不 动 点 ， 则 显然 有 


lim (xi 一 An = 0, 
mo 


充分 性 ， 设 lim Cxnii1— XH} 0, 如 果 {xn} 不 收 襄 ， 那 9 


由 于 [0 ，1 ] 是 紧 的 ， 故 存在 {xan} 的 两 个 子 列 ， 它 们 分 别 收 敛 
于 5 与 5t 《5 二:) 和 不 妨 设 5 二; 十 是 ， 只 要 证 明 对 一 切 
xE tt ， 都 有 FCz)=x， 从 而 内/ 的 连续 性 而 导致 


bd 


矛盾 ， 
现在 就 来 证 明 对 一 切 xX E (El ， Es》， 部 有 (x)=%， 
假如 不 然 ， 则 存在 xX*ECEL，50) ， 使 (x*) 沽 XX 于 
是 ， 由 /的 连续 性 可 知 ， 存 在 $ > 0 ， 使 对 一 切 E(C xx- 8， 
0) 部 有 (WE) 
不 妨 设 
-fx 0., (1) 
据 题 设 ， 可 取 充 分 大 的 x。， 使 当 # 之 nn; 叶 ， 都 有 
[YX 
这 里 1*(x%)= f Xn) = Khr1y 站 fixnti) = 二 Xs+z。 由 
于 [xs 一 站 ， 文章 十 $C (ts C2), Cbs, 月 C5 是 {xn} 
的 舍 点 ， 故 必 有 正 刘 数 # 半 nn。， 和 使 
fx Y= nt 
令 # ,为 满足 上 述 条 件 的 最 小 平整 数 ， 则 显然 有 
fo = za nf), 


由 于 PICx)- mx)<8， 故 由 不 等 式 《1》， 得 到 
0 
从 而 (xx )< Fair1(xJ<xs。， 子 盾 ， 
注 Smartcy5 指 出 ， 这 一 结果 不 能 推广 到 高 于 一 维 的 欧 氏 


空间 . 

38， 设 了 是 闭 区 间 [a ， 问 ] 上 的 递增 未 数 ， 且 (cy) 产 6 
f(b) 才 8。 证 明 f 在 [ 6，452 上 存在 不 动感 , 艺 存 在 xo€ 5 oa， 
8， 使 f(x0)= xo。 

证 令 f={x ;0 过 扩 b 共 J(%) 之 x}， 据 冒 设 ， 

9 


ac 天 。 因 天 是 有 界 数 集 ， 故 存在 上 博 界 。 念 
xo=sup F=sup{x ; x EI}, 


则 a 起 wo 起 5。 产 证 f(x0)= <。 事实 上 ， 当 x EE 时， 有 x* 
<ssxo。 而 了 递增 ， [i 记 因 x EHF， 鼓 x* 志 J 
(x), 从 而 x 志 J (xo) 。 于 是 ， 1 (xo) 是 五 的 一 个 上 界 ， 故 


Xo (x0), 《1》 


男 一 方面 ， 因 递增， 旋 由 a 二 f(x) (b) 所 8 
可 知 ， 
1 (xo)EfL F(x)), 
因此 ， f(x0)E€ 局。 而 x*o 是 下 的 上 确 界 ， 故 有 
f {wo0) Xo (C2) 
由 C1》， 2) 可知，f (x0) = Xi， 
39， 设 函数 满足 《7) 一 oo 去 G 扫 上 xz) 扫 吾 所 +co。 
Cy | fCx)- 了 3 EEX -3|) (0AKT1, x%, 


ELG， b 1), 舞 设 x EL a， bj, 并 令 xnr1 = 了 (xn) 《并 一 
1， 2 "*), 证 明 lim xnw= xn 存在 ， 且 /xD = os 
nooo 


证 法 1 先 证 了 的 不 动 点 存在 。 由 (1) 知 了 在 人 34， 日 ] 上 
连续 。 考 虑 函数 
gtx) f(xX)— x*, 
则 8 在 La，4&8J 上 也 连续 ， 且 据 (i) ， 有 
g(a)= f(a)- a>0， 
g(t(b)= 1(6)- be 


车 上 述 两 式 中 的 等 号 有 一 个 成 立 ， 则 / (0o)= ga 或 1 (4b)= 8， 
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从 而 存在 不 动 点 . 

仿 设 上 述 两 式 申 的 等 号 岂 不 成 立 ， go 0 a( hb) < 

; 于 是 ， 由 连续 函数 介 值 定理 ， 位 在 Xo 人 a， bj 使 g (xo) 
= 0， 即 

了 (Yo = x 0, 

， 次 证 大 的 不 动 点 是 叭 一 的 ， 惟 竹 在 XJ， XEEF Ga b J; Xi 
拓 Xo 使 六 (xx fxa=x 其 用 《0 可 者 

EF 


这 是 矛 关 的 ， 
最 后 证 明 iim xn =xe。 由 了 于 


[ens — xof= | xn) — fF (xn) EK |xn— Xo | 
RT| K*|xi— xn| 
{01i)，, 
苦 而 lim xn,= Xo0, 


证 法 2 取 定 x 七 [ao，b J]， 作 数列 

fitx}= F(x) fnrit = in x )), n=1, 2 
我 们 机 证 明 存 在 xuoGELea，p 使 / (zi =x 所 

lm fa(x) = xX, 

由 C7》， 0 和 fn(tX) 和 6b (4H=1，2，"》。 用 归纳 法 

可 证 对 一 切 # 下 xxEfte，5] 区 布 
[fn fat) Er f(r)}- x|, <1) 
事实 上 ， 当 n= 1 时 ，f1(%*)ECo， 轨 J， 鼓 由 (i 得 
[fox — fr) | = FF 让- Fe A) | 
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设 当 = 下 时 ， 不 等 式 《1 ) 成 立 ， 1 
当 玫 = 和 二 1 时， 由 于 六 (2》 7 [CCG， 6 并 
内 央 纳 法 的 假设 ,. 得 到 


[fm CX) fm x) IEEK™| fx) x*|, 
从 而 | PXT 
-| fm C03 Cn 二 KE - /mo 
EKRmilfi(x) xl. 
因此 ， 对 一 切 n， 不 等 式 《 1 》 成立 ， 此 时 


Bm fn TS) DK" 
m= 1 m= 
由 于 0 < 天 < ， 轴 而 级 数 忆 K" 收 八 ， 于 是 ， 级 数 六 1 


Cx) 一 fmtx)| 收 化 ， 教 立 《foi0x)- 各 (x)) 也 收 
从 而 


lim fn(X)= 70 
No 
从 在 ， 庄 a<sxnc 5 因 


[fxo) ~ xo lf xo) — fnrit %)| 十 | 六 (一 区 | 
Klxo— fn(x)| + |fnrit)— Xol 


下) 


旋 六 (x0) = i， 
证 法 2 度 用 了 无 穷 级 数 的 知识 〈 参 看 第 五 章 ，。 


40，、 盘 烟 数 了 满足 条 性 ; 
(Ci) -coat (tx) to 
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FOX Ir -a | (Vb<H ‘1, , 
x*ELa, 6D). 


任 取 x EE a4，6 令 mm= 二 [xn+ fxn)] (=-1，2，，…)， 
证 明 数 列 {xwj} 收 侣 ， 且 若 lim Xn—= os 测 有 (x0) = 和 os 
证 由 C7) 知 a<xspb (na=-1，2，o)。 册 (iD 得 


[ws xs =| + f xs- f (x1) | 
<All tf ~ f(x) 1) 
ER A 

(> xs| = 二 | (xs ~ xs) + ff (xa) (xs)j 


Sli Tl) Ie, 


' n=- 1 
一 般 ， [x nl) |xs -X11), 


| 

因 全 《一 了 “) 收 敏 ， 攻 可 证 (xsj 是 Cauchy 数 列 ， 从 而 收敛 
R=1 

本 ' 1 


xo= lim xn 
4 各 二 


由 《 夫 可 知 了 连续 ， 故 在 nt; = {xn+ 7 (xn)} 丙 端 取 极限 ， 


了 了 


即 得 f(x,) = pe 

41。 设 /，9 在 to，465) 上 连续 ， 且 /或 9 递减 。 假定 某 
个 数列 {xn} 满足 上 (xm = 9 (xwn-1) ， 且 在 《4，58) 中 有 极限 
点 。 证 明 方程 fix) = glx) 在 Ca，5) 内 有 有 解 ([ 22 
1966, PP, 689— B70).. 

证 ( 反 证 法 ) ” 设 对 一 切 x* Et(e，8)，FCx) 关 日 (x)。 
不 内 一 般 性 ， 可 设 站 xy) 全 gx) Cox 中), 设 < 是 {xwh 
的 极限 点 ，x。€ (a，6) ， 则 存在 子 列 {xwj 使 


lim Xn = Xo 


中 
由 9(xo) 之 f(x。) 可 知 存 在 正 整 数 p， 使 当 kh1， 衣 ;之 轧 时 ， 有 
9 (Xnp ) Tf xn, )。 《1) 


于 另 ~- 方 面 ， 对 某 个 正 束 数 人 性， Npr1 二 和 十 1 有 
f (Xn 411) = 中 《Sm ?< (xn 1 1) 
) < ) 


Dt+1-2 


+l1—-1 
= xn 


P+1-2 


Cf wy)= 9 (Kn) 


这 与 (1) 和 矛盾。 因此， 方程 i (x)= 9(x) 在 (oo，b) 内 
必 有 和 解 。 

42， 证 明 : 不 存在 呈 ! 到 情 ! 的 连续 函数 ， 它 在 无 理 数 集 上 是 
一 对 一 的 ， 促 并 永 是 处 处 一 对 一 的 。， 

可 以 构造 RR! 到 民 ! 的 连续 函数 ， 它 在 有 理 数 集 上 是 一 对 一 
的 ， 但 并 非 处 处 是 一 对 一 的 《〈 参 看 [79]， 下 ，59)， 自 然 要 问 ， 
可 否 把 有 理 数 集 代 以 无 理 数 集 ? Whits57 如 指出 ， 不 能 . 

证 〈 反 证 法 ) ”假如 存在 这 梯 的 连续 函数 了 ， 那 么 四 于 它 
并 非 处 处 一 对 一 ， 故 存在 有 理 数 a < 过 5， 使 得 f (a)= (86) 


10% 


一 五 ， 

集 4=fxyEra，51:70x)= 5) 在 [e，5] 中 并 不 秋 
密 ， 因 为 否则 /让 [a。，65JI 上 将 为 常 信函 数 ， 于 是 ， 奏 在 .4 中 两 
点 8' Bi 使 在 Ca’，b') 中 没有 .4 的 点 。 据 连 绪 亢 数 介 全 定 
理 ， 开 区 间 (0o'，&”) 的 象 了 ( (a,，a )) 中 的 匣 或 闭 孝 大 于 
记 ， 或 土 都 小 于 九 。 假 如 是 前 者 (后 者 类 似 ) ， 则 


fCa’, BD)=Ch, Fim)), 
其 中 天 过 Cm)，m 亿 Ca/ ，b5')。 半 是 
fta’, my) = fm 7)=Ch, fm)], 


因 了 在 无 理 数 集 上 是 一 对 一 的 ， 故 出 上 式 可 知 ， 必 有 喘 [a"， 妇 ] 
的 无 理 点 到 [m， 妈 ?的 有 理 点 的 象 上 ， 这 样 一 来 ， 一 个 不 可 数 集 
的 一 对 一 鼎 射 到 一 个 可 数 集 上 ， 这 是 不 可 能 的 ，。 

45。 设 /是 区 间 E 6c，57 直 的 连锁 医 数 。 证明 ， 车 了 在 [ a， 
58 J 上 站 处 取得 局 部 极 值 ， 则 六 必 为 弟 信 函数 ， 

证 《 反 证 消 ) ”车 存在 a1，b1E€ Ca，657] coco 使/ 
(a1) 之/ (41)， 则 由 连续 孙 数 介 什 定理， 存在 a;:，b;， 使 a1 去 
orbby, ac (or) CB) (pi bs— qs Uo, 
-91)/2, 如 此 继续 下 去 ， 得 到 数列 {on}y 与 1pnjy 满足 

(CF) a Laran bs bb 

(Cy fof Go) (am f (hae 
Fb) TF Ob) 

CY ba— antb -020 (Ho0), 
由 闭 区 间 套 定理 ， 得 到 


lim ny 三 lim bs = ns 
noo HH ~ 


显然 ，xo 不 是 了 的 局 部 极 值 点 ， 与 题 设 巴 让 。 
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反 网 


1, 员 数 f ， 对 于 它 ， 存 在 函数 9 使 90f = 7 ， 而 不 存在 函数 
bh，, 倘 foh= 了 。 


| 


1 攻 0 
设 ow)-| 
Hl1, 人 0, 
%， 人 0， 
= /=| 
区 十 1 x i- D0, 


是 gCf(x) = x, gof = 了 

另 一 方面 ， 不 存在 函数 娘 ， 使 [oh= 了 ， 

事实 上 ， 如 果 存 在 上 使 foh= 1 ， 那 么 对 任意 实数 56， 
a = (bY， 就 得 到 

B= f(a), 

然而 ， 对 于 函数 /而 言 ， 它 的 值 域 是 由 一 切 4 过 0 及 # 记 1 的 实 
数 所 组 成 ， 当 五 E (0，1) 时 ， 训 不 存在 4 而 有 5= f(a)， 
由 此 导致 和 予 盾 ， 故 不 存在 谢 数 而 有 Jfoh= 1/. 

注 “ 这 个 例子 也 说 明了 在 一 般 傅 况 下 / 和 9 的 复合 与 9 和 上 
的 复合 是 不 同 的 。 

2. 迎 数 .f， 它 在 xy 的 任何 邻 域 内 都 是 无 办 的 ， 但 当 % x 
时 ， f(x ) 并 不 趋 于 无 穷 大 ， 

设 (x)=tos(1/x)/ x, . 
则 对 污 论 多 大 的 正 数 村 ， 总 有 充分 接近 于 x = 0 的 点 ， 使 
[cos(1/x)/ x |]>> 邮 ， 例 如 ， 取 = 17nm 则 [cos(17x7Ax = nn 
故 当 中 2> 财 /时 ， 怠 有 


en 8127 1 4, 
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因此 ， 函 数 /在 x = 0 的 任何 侣 域内 都 是 无 界 的 。 
然而 ， 若 取 xs= 1/C nt + 则 当 # 一 co 时 ，xn 一 0， 此 


对 cos(1/xw)/xn> 0-， 即 f 并 不 趋 于 无 穷 大 ， 

注 ”无界 函数 的 定义 与 函数 趋 于 无 穷 大 的 定义 有 些 相 似 ， 然 
而 ， 这 两 个 概念 有 本 磺 上 的 差别 。 若 x xo 时/ (x)>o0， 则 
f 在 x。 的 每 个 邻 域内 必定 无 界 。 上 述 反 钢 说 明 这 个 命题 之 逆 并 
不 成 立 。 

3. 没 有 最 小 正 周 期 的 非常 值 周 期 函数 ， 

容易 证 明 ， 若 * 六 和 是 本 发 了 的 周期 ， 则 -了 也 是 了 的 辣 
期 ，nr Gn = 主 ，2，，)》 也 是 上 的 周期 。 由 此 可 见 ， 周 期 函数 
的 一 切 周 期 组 成 了 一 个 关于 原点 成 对 称 的 无 穷 集 合 。 因此， 对 于 
期 函数 的 局 期 进行 研究 时 ， 只 要 研究 其 正 周 期 就 够 了 . 

即使 对 手 定义 在 整个 数 轴 上 的 周期 函 煞 的 所 有 正 周期 而 言 ， 
并 不 是 都 有 最 小 和 网 ， 例 如 ， 定 义 在 整个 数 轴 上 处 处 不 连续 的 
Dirichelet 荆 数 


心 ， 区 为 无 理 数 ， 
1，* 为 在 理 数 。 


任 一 下 理 数 r 0 均 是 尼 的 于 期。 事实 上 ， 若 x 是 无 理 数 ， 则 < 
+ fF 寥 是 无 理 数 ， 赦 Arxz +rr)= fx)= 0 又 苦 是 有 理 
数 ， 则 xx +r 也 是 有 如 狼 ， 故 仍 有 7 xzx +r)= tx)= 1 。 有 由 
正 有 理 数 沫 无 景 小 数 ， 客 1)irichelet 遂 数 无 最 小 正 周 期 . 

注 “对 连续 的 周期 函 效 来 说 ， 也 未 必 有 最 小 正 周 期 。 例 如 ， 
常 熏 请 烤 人 (x ) 王 C， 一 切 正 实数 都 是 它 的 正 局 期 ， 办 一切 正 实 
娄 中 无 最 小 者 ， 故 常 肖 汪 数 无 最 小 正 周 斯. 

颜 怀 得 2 指出 ， 人 性 一 非常 值 的 连续 周期 函数 必 有 最 小 正 周 
期 。 


f(x)-| 
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郑 格 于 器 进 一 步 指 出 ， 车 非常 值 的 周期 函数 至 少 有 一 个 过 
急 点 ， 则 该 函数 必 有 有 景 小 正 周 期， 因此 ， 没 有 景 小 正 周期 的 非常 
值 周期 函数 必定 是 无 处 连续 的 . 

4 ,一 个 元 处 连 铅 的 非常 值 章 期 汶 数 ， 它 具有 壤 小 正 周 期 ， 

我 们 知道 ,没有 最 小 正 周期 的 非常 值 的 周期 函数 必定 是 元 处 
连续 拘 ( 参 奸 本 登 反 例 3 的 注 ) 。 人 然而， 我们 也 可 作出 一 个 无 处 
连续 的 非常 值 的 周期 隔 数 ， 它 具有 最 小 正 周 期 。 例 如 ， 设 

1，2n<Y 2n+ 工 用 2 为 无 理 数 ， 
~ 1 ，27 安 X 二 20+ 1 怕 X 为 有 理 数 ， 
1 (ZJ 2，2n+ 1 之 x<2 (n+ 1) 且 x 为 无 池 数 ， 
一 入，21 十 1 区 < 之 2(8 + 1) 吕 XX 为 有 理 数 ， 
这 里 ，+# 为 整数 ， 星 然 ， 三 的 最 小 正 周期 是 2 ， 它 是 一 个 无 处 连 

5, 一 个 没有 最 小 正 周期 的 周期 汤 数 ， 它 的 什 域 是 可 数 集 ， 

fs XX 为 有 (nn 之 1) 次 鸭 始 约 有 理 方 程 的 根 ， 

令 1 -| 


0，Y% 为 超越 儿 。 
可 以 证 明 ， 对 尾 意 有 理 数 r+ 有 7 (x +r)= 了 (jh 

设 wi，as Cn 是 下 次 的 既 约 布 理 方程 

Gn Xa 十 en 二 几 

的 根 ， 由 可 构造 一 个 1 次 有 理 方 程 使 wi tr att Fs. 3 nt 
r 是 它 的 根 ， 并 且 可 以 证 骨 这 个 方程 是 既 约 的 ， 否则 设 a1 + 
是 适合 mm 次 《fi 妇 a)》 上 既 约 有 理 方程 的 根 ， 则 又 可 构造 一 色 次 有 
理 让 程 使 ai + Ff 中 《~r 》 是 它 的 根 。 于 是 % 是 m 次 有 理 方程 的 
根 ， 草 必 导致 qex9+ 1x9e 1 十 ee 十 Cn 0 是 于 约 的 般 定 蔬 
盾 目 。 于 是 当 x 是 # 次 晰 的 有 理 方程 的 根 时 ， 恒 有 

个 这 里 异型 用 到 栋 与 系数 的 关系 的 Yieta 公 式 和 对 称 包 项 式 的 基本 
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了 【十 了 = 了 (人 7= 有 


然而 正 有 理 数 * 没有 最 小 数 ， 故 了 没有 最 小 正 局 期 ， 

容易 证 明 含有 实 根 的 任 ~- "次 有 理 虐 约 方程 是 存在 的 ， 如 
x* = 6 0 是 一 个 正 有 理 数 但 c 不 是 有 理 数 的 # 次 器 就 是 一 例 . 
故地 的 以 域 是 一 切 非 负 整 数 ， 从 而 它 是 一 个 可 数 集 ， 

6 一 个 没有 最 小 正 周期 的 周期 函数 ， 它 的 值 域 是 不 可 数 集 ， 

将 实数 轴 上 的 点 分 类 。 两 点 x 与 y 称 为 属于 同一 类 ， 当 半 仅 
当 x ~ ?是 有 理 数 时 。 在 每 一 类 中 任意 选 定 一 点 作为 代表 元 素 。 
于 是 对 于 每 …* 将 具有 形式 * +r (r+ 是 有 理 数 ) 的 点 的 全 体 归 
为 一 美玉 a (%)， xo 者 示 这 一 类 的 代表 元 素 ， 3 过 证 虹 

Ci ) 不 同 的 两 类 天 。(x 》 与 KK,，(》》 是 不 相交 的 ， 

(ji 》 所 有 代表 元 素 的 全 体 记 为 华 合 4， 册 4 为 一 不 可 数 
保 ， 

作 轴 数 ; 令 (xt) = xo， ERs (x), 则 对 任 党 有 班 
数 * ， 因 为 所 和 x+ 同 在 … 类 ， 所 以 

f xetr)= fx) xo, 


从 面 ， 人 性 意 有 理 数 + 是 /的 周期 ， 所 以 上 没有 最 小 正 局 期 
由 于 4 是 不 可 数 集 ， 得 了 的 措 域 是 不 可 数 集 。 
反例 4 至 扩 说 6. 都 是 由 逆 格 于 “1 了 7 作出 的 ， 


9 存在 两 个 周期 函数 ， 其 和 不 是 周期 函数 。 
sinx 与 sin 们 光 都 是 【co 二 co) 上 的 局 期 邢 数 ， 其 中 a 


为 无 理 数 。 现 证 sinx +sina x 不 邱 周 期 函数 ， 
事实 上 ,假如 sinx +sina x 是 具有 非 学 周期 人 的 周期 函数 ， 


那么 下 列 齐 等 式 对 于 一 切实 数 x 都 成 立 ， 
sint x +27) tsin(Qx + 20T)= sn% + SinO%y 
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sin(x +27) ~ sinx = — [sin(ax +20 7T) sinaxy, 
co{tx+T)sinT = — costax + oT) uncgT, 


Co XSD = -Co x singT, 
若 令 x = 二 +， 则 最 后 一 个 方程 的 左 庙 将 变 成 零 ， 于 是 sina 了 = 
0 ， 因 而 oT 是 的 信 数 ， 若 令 ax = 二， 该 式 的 右 端 将 变 成 零 ， 


于 是 sin 了 = 0， 困 而 了 是 zx 的 倍数 。 因 为 & 是 无 慎 数 ， 所 以 这 
是 不 可 能 的 ， 从 而 导致 预期 的 矛盾 ， 
38, 两 个 虹 有 不 同 周 期 的 周期 函数 ， 基 和 仍 是 一 个 辐 期 函数 。 
下 面 的 向 了 是 由 Dennistoncs" 作 出 的 ， 
设 49， 上 如，5C 是 两 两 不 同 的 实数 ， 对 实数 把， 令 


1, x= 人 0， 
d(x)= 
站， 区 关 必 ， 


+ om 
f(x)= d(x- mao- nby 


1 从 三 一 全 全 


十 G3 


~ > dix -Hc), 


min = 一 .0 
+ bo 
gtx)o DD d(x-mb-nuc)y 
Mi eo 


十 5 
-YY d(xr-mo-nb), 


易 昂 ， 苑 数 / ， 9 分别 具 有 周期 af， %， 而 汕 数 f+ 9 其 有 周期 


[9 


 . 广 “对 于 两 个 具有 同一 周期 的 函数 与 9， 显 然 ,它们 的 
和 、 差 、 积 、 商 均 以 # 为 周期 的 函数 ， 这 个 条 件 等 价 于 函数 上 有 
一 周期 {1 与 9 的 某 一 周期 ;是 可 公 度 的 ， 即 11 /fs 为 有 理 数 。 于 
是 便 产 生 问 题 ， 要 使 两 个 周期 函数 的 和 、 差 、 积 、 商 仍 为 周期 于 


T1 


数 ， 赴 否 它们 必须 有 可 公 度 的 汐 期 ?7 李 继 闵 ct 和 宣 立新 Cn 指 
当 ， 这 些 问 题 的 答案 全 是 否定 的 ， 和 兴趣 的 读者 ， 可 参看 他 们 的 
原文 。 | 

9, 一 个 非 周期 函数 /， 使 | /| 是 周期 函数 ， 

容易 证 明 ， 车 了 是 周期 函数 ， 则 | 上 | 亦 必 为 周期 函数 ， 应 当 
注意 ， 这 个 命 基 之 逆 不 真 ， 例 如 ， 设 

snr, -TT 

roof 

isinx |， 之 一 TT 或 x 2 
则 | 工 | 是 周期 函 激 两 f 不 是 周 甚 疯 数 ， 

注 ”容易 证 明 ， 两 个 局 期 浮 数 的 复合 函数 仍 为 周期 医 数 ， 但 
是 ， 也 存在 用 期 丽 数 /与 非 周 期 西数 9， 使 复合 沙 数 / o。 9 是 周 
期 溃 数 ， 例 如 ， 设 (Cw)=sinu，# = 9(%)=ax+ 5， 则 /是 
周期 本 数 而 9 不 是 周期 通 数 ， 其 复合 函数 1 [9 C(x)]= sin(ax+ 
6b ) 是 周期 函数 . 

10, 在 某 点 对 称 连 续 而 不 连 纺 的 活 数 . 

秘 范 数 上 在 < 是 对 猴 连 续 的 ， 是 指 


im Lf (xot h)- 1 (Xo 下) 门 < 
若 了 在 每 一 点 E(~o0，+co) 都 是 对 称 连 续 的 ， 就 说 了 在 
《 一 co +oo) 上 对 称 和 连 续 . 
容易 证 明 ， 洪 耳 数 f 在 点 x， 媒 连续 ， 划 其 亦 必 在 该 点 对 称 
连续 ， 但 道 命题 并 不 成 立 ， 例 如 ， 设 
1， x 为 有 理 数 ， 
ro 
人 ，Y 为 无 弄 数 。 
赵 当 xs 为 有 理 数 时 ， 训 有 
1T1 


Dm Cf xut h)- fxo- 天 和 一 人， 


即 f 在任 一 有 理 点 都 是 对 称 连 续 的 ， 然 面 ， 上 是 无 处 连续 的 。 

注 Fried 证 明了 每 个 在 (co，+oo ) 上 的 对 称 连 续 阔 数 
必 在 【- co，+oo) 的 某 个 稠密 子 集 上 连续 。1971 年 ，DavidLsg 
进一步 指 出 ， 对 称 连 续 函 数 必定 是 几乎 处 处 连续 的 ， 即 不 连续 点 
所 组 成 之 集 是 一 个 零 测 集 。David 还 构造 了 (cc，+o0) 上 的 
一 个 对 称 连 续 函 类 了 站， 合并 在 《- 吕 ，+oo) 的 某 个 不 可 数 子玉 
上 无 处 连续 。 

11 .处 处 有 限 而 又 处 处 局 部 无 界 的 函数 。 
n= /nH 和 1 是 瑟 质 的 整数 ， 匡 + 于 10， 


让 tee) . 
0 ，x* 为 无 理 数 ， 
则 了 在 每 一 点 x。E RR! 有 定义 ， 上 在 该 点 的 函数 值 有 限 ， 然而 ， 
了 在 点 xu 并 不 局 部 有 界 ， 事实 上 ， 人 恨 冰 存 在 xs 的 某 个 邻 感 U(xo, 
5) ， 和 使 了 宇 其 上 是 有 界 航 ， 则 局 (xo，8) 内 全 体 tm/ 1 的 分 母 
nn 前 界 ， 从 而 分 子 m 也 将 有 界 。 但 是 这 只 能 许可 有 限 多 个 有 理 数 
在 分 域 U(xo， 8) 肉 ， 这 与 有 理 数 的 全 体 在 号 ! 内 稠密 的 人 性 版 发 
生 冲 宽 。 央 此 ， ff 在 U(xo, 2 ) 上 不 训 能 是 有 界 的 ， 
12, 一 个 无 处 连续 函数 ， 其 绝对 值 却 处 处 连续 ， 
1 ， 交 为 有 理 数 。 
活 数 flix) -| 加 
~ 1，x 为 天 由 妾 。 
在 R: 上 无 处 连 弥 ， 但 | f(x )| = 1 在 中 上 处 处 连续 。 
注 “ 容 易 证 上 明 ， 若 了 在 集 瑟 上 连续 ， 则 | /| 在 瑟 虐 六 必 连 
续 ， 上 述 反例 说 明了 这 个 陈述 反 过 来 是 不 正确 的 。 
13. 有 了 唯一 个 连续 点 的 阔 数 ， 
*，* 为 有 理 数 ， 
设 /co-| | 
~ 区 为 无 理 数 。 


和 多 


则 了 保有 的 连 缺 点 是 x = 0 ， 

14. 关 于 乘积 函数 连续 性 的 例子 . 

关于 腾 积 阔 数 的 连续 性 ， 我 们 熟知 定理 ， 营 阔 数 了 与 9 在 
xn 处 尼 连 续 ， 则 /在 x* 处 亦 连 续 ， 但 当 了 与 9 在 x。 处 不 同时 连 
续 时 ， 可 以 有 下 述 各 种 不 同情 况 ， 

(Ca)》 国 数 f(x)= x* 在 x = 0 连续 ，9 (%)= sin(1/x)， 
* 关 0; 9(0)= 0 在 x=0 处 不 连 续 ， 由 于 

lim xsinti/x)=0=7(0)90(0), 


Et 


大 8 在 x = 0 连续。 
《5) F(xw)= XX 在 X= 0 连 绿 ，J(x)=1/x，X% 关 洛 ， 
9(0)= 0 在 x = 0 不 连续 .其 积 /jg 在 x = 0 不 连续 。 
《ec) 设 


革 ， 区 扩 们 ， 一 工艺， 
.g(x)= 
1 ， X00, 
则 了 与 9 在 x = 0 处 和 由 不 连续 。 涩 而 ， 
iim F(xII9C(x)= lim x sl- 1) 0, 
Fm % 


jo 


iim Frxygtx)y- lim 1 :x= 0， 
此 -和 站 十 时 -和 十 

所 以 limf txygtx)=0= (0)9(0), 
区 下 

即 /Fo 在 x = 0 连续 ， 


Cd) 设 f(x)= g(x)=1/x, >x 关 0 了 (02=900) 
0 。 则 上 了 与 9 在 x = 0 处 此 不 连续 ， 其 积 在 x = 0 处 亦 不 连 


漆 1 


媒 上 所 述 ， 可 列 出 下 表 ( 表 2--1)，、 


了 了 了 


表 2- 一 + 


1 在 x = xn 
1 连续 连 忽 | 连 绩 贡 
2 走 所 不 过 线  ; 着 继 (6) 
3 连 续 | 水 连续 | ”不 连续 (6) 
4 不 连续 闲 连 绪 | 连续 | (ei 
5 : 不 连续 不 连续 不 连续 1 td 
”15, 关于 上 复合 函数 连续 性 的 例子 ， 


关于 复合 函数 的 连 急性 ， 我 们 熟知 定理 : 车 (x) 在 x 一 
xa 连 续 ， 33 在 yo = 了 (xo) 连续 ， 划 复 全 前 数 88TY 人 在 
x = x。 连 转 。 但 当 9 (y) 在 ?= yo 7(x) 在 < =xo 不 同时 这 
续 时 ， 可 以 有 下 述 各 种 不 网 的 结果 . 

《ch 设 
lg; X= 访 /g,b 与 0 为 在 质 提 连 数 ， 且 9 人 0， 

0 ， > 为 无 理 数 ， 
1 ，y?y 为 有 理 数 ， 


0 ， 3 为 无 理 数 。 


则 了 在 x = 0 连续 ，9 在 让 (0) 布 连续， 而 复合 图 数 938 四 
三 1 在 x = 心 连 续 , 
ce) 设 (xX)= x 再 设 


re 


5 


9 3)= 
3v%— 5， | 。 


册 太 xz) 在 x= 工 连 继 ，0037) 在 ftL7= 水 连 急 。 几 为 
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和 ix| 志 1， 
of en) 
3x 一 5， |x|>1,， 


所 以 复合 函数 9[ (x) 在 x = 1 不 连续 ， 
2) 罗 数 (x)=sgnx 在 x = 吕 不 连 绿 ，59 (3)=y(1 
— y:) 在 》= 0 连续 ， 因 


gti(x)j= {sgnx) (C1 -sen x)})= 0, 


政 9[ 了 (x)] 在 x = 0 连续 ， 
(Cd) 设 


1 ，Y 为 有 理 数 ， 
f(x)= 
QO, 区 为 无 理 数 ， 


则 f(x) 在 x = 0 不 连续 ，9 (3) 在 yo= 1(0)=1 连续， 而 
复合 男 数 


好 【= 


1 ， YX 为 有 理 数 ， 
oe 为 无 亏 数 
3 交 片 织 ， 


在 x = 0 不 连续 。… 
ce》 变 


/gs x = pig, pp 与 是 互 质 的 整数 ， Hg 0 , 
1 4 为 无 理 数 或 二 间 
yg{y)= 
' 5 0 ， 3 为 无 理 数 。 
则 (x) 在 x = 0 不 连续 ，9 (3》) 在 vo= 了 (0)= 1 也 不 连续 ， 


磊 而 5 了 (x 站 二 1 连 读 ， 
CA) 设 f(x)=i/x, x0, /0)= 0; St)= :en 


i115 


1 x) = 


r 
rr 


>， 则 jx) 在 xx =10 不 连 恩 ，9f17) 在 oO0)I=0 不 连 
续 ， 复 合 函 数 9[ 了 (x) 外 =sgnx 丰 x = 0 也 不 连 杯 。 
综 上 所 述 ， 可 列 出 下 表 〈 表 2 一 2) 。 


家 2 一 2 全 


连续 | 

2 连 纺 不 连续 | 连 续 《ay》 

3 过 纺 不 连续  ” ， 不 连续 (6) 

4 | 不 连续 连续 连续 | ee 

5 不 连续 过 续 不 连续 ”| (ad) 

6 不 连续 | 不 连续 过 续 | ee 
| 不 连 缮 | 不 这 绪 | (7/) 
| 


7 不 连续 


16. 阔 数 》 = (4)， “= 9(x) 通 合 Hm / 《4 )=B， 
lim g(x)= .AHA, 但 lim fE9Cx)1 沙 在 在 ， 
区 Xa . 


1，# 大 0， 
设 reo-| 
Hm 中 二 此 
， 二 x= pj/qs pb 与 9 是 互 质 的 尾数 ， 且 > 0， 
二 1) 二 
0 ，%* 为 无 型 数 ， 


显然 ， limf (4)= 1， lim 9 (x) = 0。 但 是 ， 汰 取 xx 为 无 理 


数 ， 则 9 《x)= 0， 从 而 
lim f Lg (*)]= 0 。 
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若 取 > 为 有 理 数 ，x = pA/9， 则 gx)=1/4， 从 而 
lim FL 9 Cx))= 1 
可 见 lim FL9(Cx)J 不 存在 ， 


注 ”我 们 有 有 如 下 的 命题 ， 若 满足 下 列 两 条 件 之 一 ， 
C1》 了 《#4》 在 wo 连续 ，lim 9 (*)= ao 


(OG) limf(CH)= A，lim 9 (x)=4o， 但 在 x6。 的 某 个 串 
Hi 区 
域 {Xo 一 各， Xo 二 + 》 内 ， 当时 CX%) 直 Ws 那 必 
iim fg(Cx))=limf (Cu). 
mt Ht 


这 个 定理 若 有 很 重要 的 意义 ， 我 们 时 常 对 自 变 量 作 代 换 来 求 
极限 ， 其 实 是 医 于 这 个 定理 的 。 例 如 ， 求 lim [Lg9(x)J 时 ， 作 


代 换 1 于 9 CX), 面 由 lim d(xX)= To， 把 求 lim FCS9Cx) 的 
问题 化 为 求 极限 lim (ww)。 上 述 反 例 表 明 ， 这 样 作 代 换 ， 并 不 
是 永远 通行 乱 阻 的 ,还 必须 注意 定理 的 条 件 。 因 此 ， 在 讨论 lim 


f[L9(x)] 时 ， 不 考虑 定理 的 条 忻 而 轻易 地 作 民 换 4 = 9 (x*)， 
并 从 limg 《D5 9 和 limf (4)= 1 来 断定 


lim FCICx) =limf (Cu)= 1， 
天 -3 ; | ' 


那 就 是 错误 的 ， 
Pamankutty 和 Vamanamurthy 吃 9 进一步 指出 , 若 limg (x》 


= 省 lim f (4)= B， 则 或 者 lim f [9(x)]= 8B, 或 者 lim J 
Cgtx)= fA), 或 者 lim 7 90x)] 个 存在 。 


了 了 7 


证 任 谷 上 全 0， 则 存在 Y>0 和 5>0， 使 当 和 <.x -~ 

-| 人 YY 时 

[Iiiu)- Bl<e, 
商 当 0 <1x 一 a 之 8 时 

otx)- 4|<Y, 
(CD 车 存在 4 的 侣 域 U 《4) ， 使 对 任何 x EU (4) 以 
{oo}, 者 有 有 97fxJ) 关 好 则 可 选取 3 使 { 站 一 六 ， 口 十 和 CCU 
《a) ,从 而 当 1 < yx 一 0 之 8 时 ,有 0 之 |19(x)- A|<<Y， 
故 

lim fo(x)I= 8B. 


G1) 著 《19 不 成 立 ， 则 对 <。 的 每 个 分 城 UU《 4》， 对 茶 
午 xeU Ca)N{4}， 有 9Cx)= 4 由 此 可 知 ， 或 者 


Hm tog(x)= 7 (UA), 
党- 考 

或 青 lim Cg( 好)] 革 存在。 

上 加 -本 

17. 关 懂 '? = tu》 和 4 = 9(x)， 其 复合 函数 PC9(xD) 
外 处 连 圭 ， 用 折合 - ,| . 

lim fu)=e, limg9(x)= b, limf (ox) e, 

u- -6 | 中- 王 杏 


0， 刀 和 人 0， 和 
设 co g(x)= (0, , 
L 1, ¢=0,， | - 
则 lim (4)= 0 。 然 而， 对 于 一 切 x，7L9 (x》3 二 1， 所 
D arf C9 (x))= 1 ， 
渡 ” ”如果 再 附加 条 忻 ，x 关 < 瘟 涵 9(Y) 关 户 ， 那 么 这 个 反 


Tra 


例 就 变 成 不 可 能 的 了 了 ， 
。 18, 存在 连续 函数 列 {fw x )}， 其 上 确 界 函数 F(x ) = :ap 
jnCx) 并 不 连续 ， 
， 在 R! 上 如 下 窒 义 函数 fm 
| 0 XS 
sx) = nx, 0 < el/n, 
1l, >1in, 
易 见 ， 末 数 .六 在 尺 : 上 都 连 急 ， 然 而 上 了 确 界 阔 数 
0, ~0, 
f(xX)= «up py) 
# l; X20., 


在 点 + = 间断; 
_ 注 可 以 证 月， 如 果 害 义 在 点 集 万 上 的 有 限 多 个 浮 数 Ji( x ) 
《和 让 = 1， 上 由， 二 并 }》 在 点 xoEC 己 都 连续 ， 那么 最 天 值 画 数 


-+ frix)= max fxCx) 
1 Rhein 
及 景 小 什 画 数 ， 
Hx)= min ftx) 
1 kn 


在 点 xo 也 连续 ，. 上 述 反 例 说 明了 不 能 把 这 个 命题 推广 到 无 穷 多 
个 函数 的 情形 . 
19 ,一 个 无 处 连续 函数 , 其 反 画 煞 二 处 处 连续 


i 1 号 主 
令 5 “2 Ca 4 


Ti19 


一 般 ， 人 分母 是 2*， 分 了 是 小 于 分 母 久 不吝 艇 。 习 合 ， ， 


2 1 : 1 
Gy 让， 人 二 “5 站 “rs 


3 引 | 
一 般 是 二 及 生 二 ” 。 显然 {cm} 和 {on} 是 一 一 对 应 的 ， 令 f (cn) = 


an， 易 见 ，f 在 枉 何 点 的 上 极限 是 1， 下 极限 是 0 .因此 ，/ 在 导 
何 点 都 不 连续 ，、 但 其 反 函 数 9 Can) -cs 在 每 一 点 都 连续 ， 

证 ” 设 {cas} 和 {aw} 是 反例 19 中 的 数列 、 若 令 1 (om = ca 则 
7 在 每 一 点 0 者 连续， 而 其 反 函 数 9 (ca) = on 却 无 处 连续 . 

20. 有 界 区 间 上 的 一 个 一 对 一 的 连续 画 数 , 共 反 函数 不 连续 ， 

考虑 转 娄 glx)= {cosx, Sinx), 0 EXOn, 

调 9 是 一 个 人 只 区 间 J =[0，2r) 映 到 R? 中 的 单位 国 的 右 周 局 上 
的 一 对 一 的 连续 函数 。 但 这 时 8"! 基 电 圆周 人 忆 映 到 区 间 了 了 上， 因 
此 它 不 可 能 是 过 续 的 ， 因 为 楼 把 姜 周 展开 在 一 个 区 间 上 ， 就 必须 
# 破 开 ” 这 圆周。 事实 上 我 们 看 到 ， 9 ! 撕 《1 ，0) 这 一 点 肤 
到 0 € 7 上， 而 把 接近 《1 ，0》 但 在 它 以 下 的 C 上 所 有 的 点 映 
到 /中 接近 2r 的 把 上 。 

注 ”可 以 证 明 ， 如 困 一 对 一 的 连续 函数 的 定义 域 是 冯 集 ， 
那么 六: 必定 是 连续 的 。 上 述 反例 说 明了 在 这 个 陈述 中 ， 了 的 完 
义 域 为 紧 集 的 条 件 是 不 能 去 掉 的 。 

”25 外 能 作为 任何 连续 函数 列 的 极限 的 通 数 。 

在 区 绩 [0 ，1 3 上 如 下 定义 另 数 ， 

1 ，x 为 有 理 数 ， 
0 ，-x* 为 无 理 数 ， 

效 证 不 存在 [0，113 上 的 巡 续 函数 列 {/s}， 使 对 每 一 x E 

[0，1J， 有 


各 


/co 


lim jn(x ?= 了 (sx)。 


率 实 上 ， 假 如 / 是 某 个 连续 曾 数 列 {jw} 且 极 服 ， 


和 = lim futx), Ox 1, 
手 -co 


令 Pada{x :fax)E1- 0 二 xy 过 1 


Dp 
(1 = ; 
Sao= NM Fal, 
竹 二 Mt 


因 fs 都 是 连续 函数 ， 故 对 任 休 自然数" 各 ，Fw 都 是 闭 集 ， 
从 而 Su 也 是 闭 集 。 再 由 关系 式 


fxX)= lim fl) 


得 到 {xOCI}= YU OU San, 
hkR=1 m= 1 


因此 ，{* :COx)< 1} 是 一 个 上 型 集 。 

另 一 方面 ，{* f(x) 之 1j} 是 C0，1 J 中 的 一 切 无 理 数 所 
组 成 之 集 ， 因 而 它 不 是 Fo 型 集 (参看 [25J]， 卫 。26 ) 。 由 此 时 
致 矛盾 。 故 环 存 在 连续 函数 列 {jj， 使 
1 lim fu(*)= J (xy, 

注 “ 其 实 ， 我 们 还 可 进一步 构造 -0 ， 1 3 上 的 一 个 函数 上， 
它 的 连续 点 所 组 成 之 集 在 L0 ， 1 2 中 币 密 ， 但 了 仍 不 是 某 个 连续 
函数 烈 的 极限 ( 参 夺 [9 ]) . 

22, 仅 在 有 理 点 间断 的 严格 递增 的 联 数 ， 

设 7? 1 5 rks 心 为 数 直线 上 的 全 部 有 理 数 ， 命 
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f(x)= ~ -1 ，, 
站 <、 


这 里 ， 按 一 切 征 ”xc 的 那些 足 码 下 求 和 。 因为 所 给 的 级 数 总 是 
收 伍 的 ， 饭 忆 这 个 函数 对 一 切实 数 x 都 有 定义 ， 又 因为 对 性 意 两 
个 实数 xl ，Ya，， Xi 之 人， 总 存在 有 理 数 于 ，， 使 得 XL < 


xs 所 讽 


f (x) 0 


再 此 ， 了 在 豆 ! 上 是 严格 递增 的 
兹 证 ， /在 每 个 有 理 点 间断 而 在 每 个 无 理 点 连续 。. 
事实 上 ， 设 r 是 有 理 点 ， 对 性 一 X > 了 ， 有 
本 1 
f(x) 六 > + 


一 ~- 一 _， 
rr 2 TE pe 


假定 有 理 点 ” 的 足 码 为 n， 那 么 
A 1 1 


mm 


”rf 2 2 ” 


1 ,1 


2 2n 


国 此 ， f(x)> 互 f(r)+-l.., 

reir 2 
在 这 个 不 等 式 中 ， 令 x 一 r + 9 〈 即 x 保 持 大 于 * 而 趋 于 r )》 而 
取 家 限 ， 就 得 到 


f(rro)ftr)+ 2 . 
由 此 可 见 ， 函 数 了 在 每 个 有 理 数 点 7;, 痢 是 右 间断 的 ， 而 且 它 的 


方 路 府 了 (ra+ 9 3 - 了 (ra) 关 - 训 -， 因 朵 /在 点 ra 处 间断 ， 
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再 证 ， 贡 数 / 在 其 它 点 处 都 是 连续 的 ， 且 在 有 理 点 7。 处 的 联 
庶 等 于 -5 。 这 个 缚 论 可 以 从 下 面 的 考虑 得 出 ， 对 于 单调 函数 而 
言 ， 它 的 上 界 和 下 界 之 差 大 于 或 等 于 一 切 跃 度 之 和 。 面 


supf (x)= Di 1l1, ini/{x)=0， 
k 2 中 


所 以 一 切 跃 度 之 和 s 满足 不 等 式 

sl. 

另 一 方面 ， 一 切 跃 度 之 和 大 于 或 等 于 诸 点 rn 处 的 右 方 跃 度 之 和， 
记 以 


>= 1 。 
Li 


因 币 在 诸 点 fw 处 的 右 方 跃 度 之 和 等 于 函数 的 全 部 可 能 跃 谍 。 由 此 
可 知 ， 一 数 在 其 它 各 点 均 连续 ， 且 在 点 rw 处 的 跃 度 输 好 等 于 
1 
24 

注 “ 由 上 述 反 例 的 构造 法 可 知 , 对 于 部 ! 中 的 任何 可 数 子 集 ， 
必 可 作出 在 该 集 上 无 处 连续 面 在 其 补 集 上 处 处 连续 的 严格 递增 函 
数 ， 

Harayt6 构 造 了 一 个 在 正 泡 理 数 集 上 连续 而 在 其 补 集 土 无 
外 连续 的 函数 如下: 


CE 攻 为 无 理 数 ， 
se 


(TY, < = 二 六 与 4 为 互 质 的 整数 . 


设立 人 1， 0 三 Xl1， 令 
0，x =N0N 或 x 为 无 理 煞 ， 


Ac 
dx = 由 fa， 了 与 9 是 互 质 的 整数 。 
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Baaktac7D 指 出 ， 画 数 疡 在 [0，1] 中 的 非 等 有 理 点 处 都 间 
断 ， 而 在 [0 ， 1 2 中 的 其 它 点 处 都 连续 。 头 ， 当 0 a < 时 ， 
fo 在 C0 ，1] 上 无 处 可 徽 ， 当 1< 之 a 所 2 时 ，fa 在 x*=0 处 可 
微 ， 当 4 半 2 时 ，fc 在 C0，12 上 几乎 处 处 可 微 ， 

及 ristensenk6 的 于 1968 年 构造 了 一 个 定义 在 玉 : 上 上 的 画 数 ， 它 
在 每 个 有 理 点 间断 ， 而 在 每 个 代数 数 的 无 理 点 处 可 微 。 

还 可 构造 区 闻 [ 0 ， 工 ] 上 的 函数 ， 它 的 连续 点 所 组 成 之 集 4 
与 间断 点 所 组 成 之 集 忆 在 [0 ， 1 J] 中 都 稀 害 ， 且 对 任何 非 空 开 区 
间 《aua，B)》 cr[0，13 交集 4 人 (a，B) 与 BN (iw, B) 
都 具有 连续 统 的 势 ， 

23 , 零 测度 的 不 可 数 集 . 

将 闭 区 间 CL0 ， 1 ] 用 分 点 173，27 3 分 成 三 部 分 ， 而 取 走 中 间 
的 开 区 间 〈173，273)。 将 每 一 个 留 下 来 的 闭 区 间 [0，1/3 )， 
[273，1 3， 又 各 自 等 分 成 三 部 分 【对 于 第 一 个 甸 区 间 有 轴 179， 
219 当 作 分 点 ， 对 于 第 二 个 闭 区 间 用 7?7/:9，8/9 当 作 分 点 } ， 而 种 
自 取 走 中 浊 的 开 区 间 《〈t/19，279) 与 (7/9，8/9)。 再 将 留 下 六 
的 闵 区 闻 答 分 成 三 部 分 而 取 走 其 中 问 的 一 个 开 区 加 。 如 此 继续 下 
去 ， 以 至 无 限 ， 这 样 ， 从 [0 ， 1 ] 中 取 走 了 一 个 开 集 各， 它 是 可 
数 个 开 区 间 的 并 集 ， 


GCG= (C18, 2/3) UCe/d, 2/9)U (7/9, 8/900U 
开 集 人 的 渍 度 为 


页 mC= mm (0, 1JNG)Y =1~1-=0, 
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因 C 是 由 场 区 间 [ 0 ;1 中 取 直 可 激 个 彼此 没有 公共 端 虚 
( 且 与 不 来 的 区 间 5 0 ， 1 也 泡 公共 端点 ) 的 开 区 间 而 成 ， 玖 
是 一 他 非 空 的 完备 全， 从 而 是 一 个 不 可 数 从 (参看 [4 ， 

显然 ， 忆 不 能 包含 攻 何 非 空 区 间 ， 所 以 已 为 一 羽 集 。 因 此 ， 
全 是 一 人 小 完 备 的 忠 集 。 

集 C 是 由 Cantor'325 构 造 的 ， 故 通常 称 和 为 Cantor 三 分 集 ， 
禾 称 Cuntor 集 ， | 

24, 任 给 实数 a _ (0 之 a 之 1) ， 在 [0，1] 中 可 构造 一 个 
济 度 为 0 的 完备 玖 集 、 

令 r= (1 一 gC3 一 20)， 则 0 之 7 之 1/3。 我 们 先 从 团 
区 间 C0 ， 1] 中 取 走 中 间 长 度 为 r 的 开 区 间 ， 第 二 次 从 余下 的 两 
个 闭 区 闻 中 各 自 取 走 中 间 长 度 为 r* 的 开 区 间 ， 第 三 次 又 从 侠 下 的 
四 本 闭 这 间 中 省 自 取 走 中 闻 长 度 为 r: 的 开 区 亲 ， 如 此 继续 下 去 ， 
这 样 ， 全 部 取 走 的 开 区 间 的 总 长 为 


& = +2rs+Adr + + 


= 1+2r +t (2r) +]:. ， Sr 
于 是 ， 余 下 之 集 的 测度 为 
1 一 和 =fL-3ryAlL -2r}= 0, 


用 这 种 方法 得 到 的 集 通 常 称 为 具 正 测度 的 Cantor 集 ， 它 是 一 个 完 
备 榴 集 ， . 

25,. 在 Cantor 舍 上 连续 而 在 它 的 邻接 区 间 上 无 处 连续 的 函数 ， 

设 忆 为 E0 ，1] 中 的 Cantor 集 ， 人 的 邻接 区 间 按 它们 的 长 度 
减 小 题 序 进行 绒 号 ， 

Cas, bi1)= (1/3, 2/3), Cas, a) = (1/9, 219), 

Cass ba)= (7/9, 8/9), (Cao, ba) = {1/27, 2/27), 

Cass ba)= (7/27, B27), 0, 


123 


及 设 {1c 由 是 一 个 实数 列 且 ci 夫 日 (= 工 ，23，% jim ca=0。 
令 . , | 
0，w ec 
FOOD=Aem x = (an+ bn) /2, 
线性 ,x ECans (on+ bn) [23 或 x ETCon + bw) /2, bn). 


和 邹 风 ， 了 在 区 间 (an, pn) 内 的 图 象 是 折线 ， 所以 冰 xoE 《an 
hn 时 ， 了 在 点 Yo 连 急 ， 而 当 xoE CC 时 上 【xzo = 有， 由 于 cn 全 
0 《za ea) ， 从 而 


‘dim F(x})= 0., 


园 此， 了 在 点 Xs 也 这 续 ， 综 上 所 述 ，/ 在 [C01] 上 处 处 连续 。 
开设 
和 * 为 CO， 1 中 网 有 理 点 ， 
g(r)= 
0 ， 区 为 C0 ，41 中 的 泡 理 点 ， 
并 令 Ftx}y= f(x)yg{x), 
于 起， 着 XXo 全 C, WACx,)= 0, 从 而 P(xo)= 0， 由 于 了 在 
[8， 1 j 上 连续 ， 9 在 E0，1J 上 有 有 界 ， 因 而 


Lm Fixy= lm f(x}9(x)}= 0， 


所 以 下 在 点 %* 连 续 因 xo€ 局 是 任 取 的 , 放下 在 CI 上 处 处 连续 , 
阁 *o 七 LO， 1JNC= U Com Hn) 自 x ,为 育 理 点 ， 则 


Flxo)= ff (xu) FD0, 
河 为 在 x。 的 任意 邻 域内 但 有 无 穷 多 个 光 理 点 ， 而 在 这 种 点 上 站 


4 


| 


的 值 是 零 ， 所 以 严 在 点 ,间断 ， 同 理 可 证 ， 当 xuE[0,1JNC 
县 x ,为 无 理 点 时 ， 严 在 点 xu 也 间断 。 总 之 ， F 在 ow bn) 


土 处 处 闻 断 。 
26 ,在 Cantor 集 上 无 处 连续 而 在 它 的 邻 按 区 间 上 连续 的 函数 ， 
设 己 为 C0 ， 1 中 的 Cantor 集 ， (an bn) {n=1,， 2， 
.…) 是 它 的 邻接 区 间 。 在 [0 ，1 3 上 定义 函数 了 如 下 


0, x 人 EEO, 
fix)= ]， %= Can + bn) /2, 
线性 ,x Los， (an + bn} 2] 或 x Can 十 bn) /2, 6 n.|。 


易 见 ， /在 CE 汛 处 过 编 而 在 U Con， bw) 上 连续 
27 .在 任意 给 定 的 F, 锝 集 上 间断 的 函数 
对 于 一 个 给 定 的 Fo 型 集 忆 = U Fw 其 中 Fe Cn= 1 


2 ，…) 都 是 闭 集 ， 可 以 认为 这 个 集 列 是 递增 的 ， 即 FeCFn 
Cn = 了, 27 。 事 实 上 ， 如 果 它 不 是 递增 的 ， 那 么 ， 我 们 就 
用 FU 下; 代 以 忆 ，F1U FU Fs 代 以 1*，， 等 等 。 于 是 ， 新 
的 交集 列 是 递增 的 ， 这 些 集 的 并 集 也 是 ， 说 


110*，> 是 Fa 中 的 有 理 点 ， ， 
Fox)y=427100 YY 是 入 中 的 无 理 点 ， 
飞 和 ，x 不 是 Fn 中 的 点 ， 
显然， 要 /在 各 和 上 天 外 和 而 在 RIANF, 上 连续 ， 令 


了 2 A 
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因为 | PCxJ1<2710m 故 据 Weierstrass 判别 法 ， 级 数 了 有 
n=1 

Cx》 在 RR' 上 是 一 禾 收 仑 的 ， 我 们 任 取 x。ER' 作 5， 由 于 每 个 

函数 /在 点 x 都 是 连续 的 ， 故 由 级 数 学 /a( x》 的 一 歌 收 但 性 


可 知 , . 重 数 f 在 点 x,。 也 是 连续 的 。 

效 证 , ,对手 枉 意 的 点 xo。€ 忆 ，/ 在 x。 是 间 靳 的 , 

事实 上 ， 可 设 xoEFs 而 xo 全 了 Pa-1， 于 是 ，2%n 是 通 数 六， 
fs "nr FF-1 的 连续 点 ， 耐 是 男 数 六 ， rt … 的 间断 点 ， 并 且 
画 数 户 在 点 xo 处 的 振幅 大 于 或 等 于 1 /10%, Eb 19 户 ，， 
在 点 * 处 的 振幅 之 和 不 实 于 2 /10**! + 2 7100 2 二 279.10"。 
这 样 一 来 ， 和 函数 f 在 点 xo 处 的 振幅 大 于 或 等 于 1/10"- 
9 "10*， 因 而 了 在 点 x 征 间 斯 的 ， 

28, 不 能 在 全 轴 上 作 连 续 扩 张 的 有 界 集 上 的 有 寞 连续 函数 ， 


函数 》 = sin — 在 开 区 间 (0， 1) 上 连续 且 有 界 ， 但 是 ， 
不 能 将 它 保科 这 续 人 而 扩张 到 全 办 上 ， 基 至 不 能 将 它 保 指 入 续 愉 
而 扩张 到 亲 妖 间 E0 ， 1 上， 这 是 因为 当 x 一 0 时 ， 通 数 = sin 
工 没 有 极限 。 
* ， ， 

注 “可 以 证 明 , 若 函 数 了 在 尺 : 的 某 个 有 界 子 集 上 一 致 连续 ， 
员 斌 把 它 保 持 连 续 性 市 扩张 到 只 ! 上 上 ， 土 述 反例 说 明了 一 残 连 锭 
性 的 条 件 不 能 去 掉 。 . `…. 

20, 以 一 个 任意 的 非 紧 集 为 定义 域 的 连续 的 无 办 函数 。 

Ci) 车 4 是 实数 的 一 个 大 需 集 ， 令 

jl(x})=x (xEtA). 
(ii )》 车 4 是 实数 的 一 个 有 有 加 华 ， 但 不 是 闭 的 ， 商 2 为 1 的 
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一 个 聚 点 且 0 攻 A， 则 令 
flix)-= TY txEe.A}., 


易 见 ， 了 是 非 紧 集 4 上 的 连续 的 无 界 函 数 。 

注 ”定义 在 紧 集 上 的 连续 函数 必定 有 界 。 上 述 反 例 说 明了 非 
紧 集 上 的 连续 函数 来 必 有 局， 长 至 对 于 任意 给 定 的 非 紧 集 ， 都 可 
以 构造 一 定义 在 其 上 的 连 继 的 无 界 通 数 ， 

30, 一 个 不 连续 孙 数 , 它 尼 紧 华 映 成 紧 华 ， 

容易 证 明 ， 若 了 是 定义 在 点 集 瑟 上 的 连续 国 数 ， 则 对 任意 贤 
集 A 忆 EE， (A) 必 为 紧 集 ， 应 当 注 意 ， 这 个 命 古 之 道 并 不 成 
立 ， 例 如 ， 在 〈- co，+ oo》 上 定义 函数 了 如 下 ， 


0 ， XX， 


jo 


j, X00, 


岂 对 尾音 紧 集 4 忆 5- ee，+ce) ，f 了 (A) 至 多 含有 其 个 点 ， 
因而 f(A》 是 紧 集 ， 但 /并 不 连续 。 

注 “ 可 尽 证 明 ， 著 对 每 一 紧 集 4 它 五 ， 了 上 54) 亦 为 紧 集 ， 
且 当 x 到 xs 时 (x4) 二 (x,)， 刚 节 必 为 吾 芋 的 连续 函数 ， 

31。[0， 13 的 一 个 闭 子 集 五 及 上 到 上 的 俩 个 可 换 连 续 映 
射 了 了 ， 3 ， 而 不 存在 上 ，9 的 可 换 连 续 扩 张 。 

De Marrrs6 闪 提出 下 述 问 题 : 证 头 兰 所 扑 空 独 , 其 有 人 性质 ， 
从 丈 的 闭 了 予 集 瑟 到 忆 的 每 个 连续 觅 射 可 扩张 到 天 工 的 连续 映 荀 ， 
此 外 ， 设 ff ，3 是 瓦 到 五 上 的 两 个 可 搞 连 续 映 庙 ， 即 7/ ， 9 连续 
且 对 任何 * 所 已 ， 都 有 

fCL9(x))= 9 f(x) 


在 这 些 条 件 下 ， 是 否 必 定 存 在 了 上 ，2 的 连续 扩张 已 ，G， 使 五 与 
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人 仍 是 可 换 映射? 
Anderson 和 Kay 5 区 指出 ， 即 使 六 = [0，11， 这 个 问题 的 
答案 也 蚌 和 否定 的 。 他们 的 例子 如 下 ， 设 


fx)=9fx)=1，0sxs173， 


Tixy)= wx/2—1/3 


| 2/3 夺 xX， 
gx)= -x/2+2/3 小 


= [0，1/3JUr2/3，13J， 则 了 与 9 是 上 到 EE 上 的 两 个 可 换 的 
和 连 齿 上 映射， 假如 已 ， 妇 分别 是 上/ ，9 在 工 =50，T13 上 的 连续 扩 
张 ， 并 令 
xo=int {x : Fix)=2/3}, 
xi =int {x GCx)=2/3}, 
那么 ， 由 于 瑟 与 恕 都 连续 ， 因而 下 (Xo) 二 GC (x1) = 2/3, 而 且 当 
Xo 时 [x9) 22/3， 等 号 仅 当 xo = x 时 成 立 ， 因 此 
CEF (Xe = G02) = 1/3, 
而 FCG (xo)I<1/6， 于 是 
GLF (XI FEG (xX0)]. 
局 理 可 证 ， 当 x 所 Xo 时 ， 有 FIG(x0]=0,G[F(x1)]21/6. 
西 此 ， 上 与 9 不 可 能 有 可 换 的 连 南 扩张 ， 
32, 存 在 RR! 上 的 一 个 连续 函数 ， 它 有 唯一 不 动 成 x。， 且 当 
% 尖 X0 导 ， 数 询 
| x+ti xt tfn-itx) | 
天 


有 界 而 不 收 仇 于 xo, 其 中 ftx) = fx), fn (X) = f Cfn-i x) 
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-在 KR! 上 定义 前 数 f 如 下 ， 
~x*+l1, x 1, 
f(x)=4—2x, 1x st1， 
—%—- 11, X21l., 
则 了 在 并 :上 连续 县 有 唯一 不 动 点 xw= 0。 令 
fz)= f(x), fatx)= ff x I (m= 2 3, "), 
又 ， 当 x 关 工时 ， 


一 > i 为 偶数 ， 


1 .1 


二 (x+ (xz) tt fri(x)) = | 
tT 为 可 数 ， 


当 交 鹤 一 1 暑 ， 


二 Cx 和 fx tt fn-itx)) 


5 n 为 偶数 ， 


-上 + 二 (x+ 二 ，# 为 奇数 . 
| 村 2 


因此 ， 当 | x 这 1 时 ， 数列 {(x + 户 (x+ Fi (x))/n} 
是 有 界 的 。 叉 ， 当 | x | 之 1 上 且 x 到 0 时 ， 对 充分 大 的 n， 有 | fn 
(x) | 这 1, 故 由 前 面 所 述 , 数列 {x 寺 (X) 于 于 守 fn-1 (X70) /nn 
也 是 有 办 的 。 册 本 ， 它 并 不 收 化。 

933, 一 个 在 [0，+oo) 上 连 外 且 有 界 的 函数 ， 它 在 [0, +0°) 

上 不 一 致 连 坪 。 
设 f(x)=sin x3 刚 / 在 10，+co ) 上 连续 且 有 界 ， 但 
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趟 ， 它 在 [0 ，+eo) 上 并 不 一 致 连续 ， 事 实 上 ， 对 于 ss = 六 ,无 


论 怎样 选取 8 > 0 ， 总 可 取 正 整数 mu 充分 大 ， 使 _ 


xl = (2n07) %, xs = [C2 + 1], 型 有 有 
Xe: -X17 = 一 ， 
2 


= = 二 < 一 2 
4 Van Vn 


人 


但 是 ， 


| x3)— fF ix) | = sin (240 + -sin 2not 


= 1 Eo, 
因此 ，f《%)=sin xs 在 [0 ，+ co) 上 不 一 致 连续 ， 


< 
Vno 


8 ， 再 取 


注 可 以 证 明 ， 著 了 在 [0 ，+ co) 上 连续 且 lim f(x) 丰 


在 ， 则 了 在 [0 ， + so) 上 一 致 连续 〈 参 者 本 章 问题 22》 。 
例 说 明了 在 这 个 陈述 中 ， 不 能 把 lim /1《*) 存 在 ” 代 


在 LO。+ 00) 上 有 界 ”。 


上 述 反 
代 以 “了 


又 ， 定义 在 紧 集 上 的 连续 函数 必定 是 一 到 过 马 的 上 述 反例 
还 说 明了 在 沈 个 陈述 中 ， 沽 数 的 定义 域 是 紧 集 的 条 件 不 可 去 控 ， 


34. 窑 在 两 个 一 禾 连 铬 隐 数 ,其 积 并 不 一 致 连 续 ， 


函数 了 (4) 和 9 (Xx)=sinx 在 RR! 上 都 是 一 致 连 釉 的 。 
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但 是 ， 它 们 的 乘积 六 (xx)9ftxr)= xsinx 在 R! 上 不 一 致 连续 ， 

广 ”容易 证 明 ， 和 假如 函数 了 和 9 在 它们 共有 的 定 风 域 万 上 都 
一 致 连 急 ， 并 且 又 都 是 有 界 的 ， 那 么 它们 的 有 染 积 fg 在 必 上 也 一 
臻 连续。 也 容易 证 明 ， 让 有 界 集 上 一 致 连续 的 性 何 函 数 在 该 集 上 
者 是 有 曾 和 的 《 参 媳 本 童 问题 21》 ， 由 此 可 见 ， 上 述 反 例 之 所 以 可 
能 ， 只 是 由 于 所 考虑 的 函数 ， 它 们 共有 的 定义 域 是 无 界 的 ， 而 
且 至 少 有 一 个 函数 是 无 界 的 ， 

关于 无 界 区 间 上 的 两 个 一 致 连续 泡 数 的 乘积 是 冰 仍 是 一 致 巡 
续 的 问题 ， 正 ijyashcso 等 人 得 到 了 下 列 有 趣 的 结果 ， 

用 玫 洗 C1， #9) 上 非 负 一 致 连续 号 数 类 ， 

引 理 1 若 f/ €kK， 则 im sup (x) x +o, 


证 设 lim sup (x)/x = +co， 则 存在 数 庆 {xg}， 和 使 Xx? 
XW 十 Do 
十 bo (hon), xpi1— Xp 1, 皇 窒 = 下 (Xp) /Xk 则 ca 
2 ci 二 oo。 ' 对 每 一 睛 ， 有 有 
: | {Xkr1) 一 f (Xp) | 一 CRriNEtl Ch 
CRUXR+1 — XE), 
令 s = 1，$ 是 满足 0 之 $ < 1 的 任意 数 ， 则 存在 ks 使 各 之 
时 ， CD 取 且 Po 并 选取 #， fiy fo 使 
. Xp lm XE 1 ' 
这 里 中 一 C1= ll, 2 yy PC— 在 > 。 峙 革 个 
? 必 有 
If (fr at — i (ie) | 阅 ckft 一 
因为 脊 则 将 有 
一 1 
fn- nl< 包 | FC) — 了 (| 
NR Nk) 
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与 假设 矛盾 、 图 此 ， 


| GD 一 了 (ft) | 之 crf- td > 2 1， 


平 二 /在 [1， 中 oo) 上 不 一 致 连续 ， 矛 盾 ， 

引 理 2 车 xA(x) KK， 则 任 给 8 >>0， 存 在 8>0， 当 

| x -了 < 上 时" 瑟 有 
x|f (xf (ye. 

证 、 因 xfCx PEK， 据 引进 1， 存在 常数 Mf > 0， 出 f(x) 
<M， 直 处， 存在 名 六 9 ， 使 8 < /2M， 且 当 |x-y]< 之 8 
时 ， 有 

[rf x)=- yf (3) | e /2. 
因 下 x |f Cr) FONSIx/(x) -yf )| 
+ Fyylx— yl<e/2+NM ,el2M = 8. 

用 K* 表 [ 1，+ co) 上 的 一 切 连 续 函 数 上 ， 使 六 ER 天 ， 且 当 
9 EKYN/oIEK, 

定 滥 ”f/f (x)EK* 的 充 要 条 人 忻 是 xf{x)E€ XK， 

证 ”必要 性 ， 国 x EK， 故 必 和 变性 成 立 ， 

充分 性， 设 xf(x)EK, 令 E 祈 0， 9(x) 人 七， 据 引 理 
1,: 存在 常数 让, 及 峙 ;,， 使 

fOr (x)/ x LM,. 
据 在 9 Cx) 上 的 仍 设 及 引 理 2 ， 可 选取 8 > 0， lx*~ >1< 
5 时 
9(x)rc ot) | /2M,, 
YX- |e 2, 
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下 此 ， Ix 3 | 之 $ 时 ， 
[fOr 9x) fPICOYOTSE Fir gx) g(t) 
+ ID I ON) FO NE Me/2M r+ Moe/2M, 
一 此 全 
砚 六 (xx)E 瑟 和 
35. 一 个 一 致 连 抽 的 函数 ， 其 反 函 数 并 不 一 致 连续 ， 
苯 数 In x 在 [fa，+eo)〈《a>0) 上 是 一 致 连续 的 ， 但 "其 
运 函 数 e* 在 [lao ， + oo) 上 并 不 一 致 连续 。， 
36 .两 个 间断 孜 数 , 其 最 小 值 函 数 却 是 一 致 连续 的 。 
在 中 ! 上 加 下 定 党 通 数 ， 
fx)= x -Cx (tx)=1-x+[Cx), 
其 中 [ x ] 代 事 揪 号 函数 ， 显 然 ， 函 数 /和 9 在 x 为 整数 的 点 都 不 
连续 ， 令 
plx)}=min(xw -Cx 1~ x%+t%j}, 
现 证 产 在 员 ! 上 一 致 连续 。 
事实 上， 不 妨 设 上 xj) ， 接 1()》 的 定义 ， 存 在 
正 进 数 nh， 使 | -81= h(ty)。 于 是 
hx)E|x*- Hix- yj+|1y»y- sn|, 
从 而 OACx)- EOI)EIxX- 2»|, 
由 此 可 知 ， 天 在 录 :上 是 一 致 连 铁 的 ， | 
37 .在 开 区 韶关 与 六 内 均一 致 连 扎 ， 但 在 天 电 了 内 不 一 致 连 
续 的 函数 。 
|sinx | 


设 f(x)= 
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可 证 上 在 开 区 间 六 =《~ 1 ， 0 ) 太 1;= (0， 1» 上 都 是 一 至 
连续 的 ， 
事实 上 ， 售 


1 ， 三 0， 
Flx)= fix), cx< 1 ， 

st， w= 1. 

因为 im (#4)= 1， lim f(x)=sin1， 记 以 函数 (x) 
六 十 各 人 二 一 

在 闭 区 间 00， 1 3 上 连续 ， 从 而 它 在 C0，12. 上 一 致 连 句 ， 祖 
f 在 开 区 间 0，1 〉》 上 也 一 致 述 续 . 
同 理 可 证 ， 了 上 在 开 区 间 了 = (- 1，0) 上 也 人 是 一 致 连续 
的 ， 四 
NE 面 将 证 明 ，7 在 JU =tx :0<|xz| <1) 上 不 一 或 
连续 、 为 此 ， 取 x' 盖 0， x* = 一 0， 出 


[sin x | 1sin x*| 


1 ec fr =| 上 1 
5 
= — ~。 
出 于 Jim -sinx -1 ， 
六- 直人 


放 对 任 给 的 e 之 0 (0 之。 之 1) ， 无 论 正 数 8 取得 怎样 小 ， 必 
可 取得 正 数 有 如 此 小 ， 使 |x' 一 x"| = 之 3， 而 


sin x 


[Fe CI- 2 


因此 ， 了 在 7:UTs 上 不 是 一 致 连续 的 。 
他 和 


38。 两 个 单调 男 数 了 ， 9 ， 其 中 了 连续 而 9 间断 ， 但 复合 国 
数 fog 却 是 连续 的 单调 了 郴 数 ， 
在 区 间 L0， 2 3 如 下 定义 孙 数 ， 


二 < 
好 《党 了 
导 十 主 ， 1 和 xsS2。 
显然 ， 画 数 9 在 [0 和，23 上 是 递增 的 ， 它 有 间断 点 交 = 1， 且 了 
C0 = 0, 9 《2) = 83。 现 在， 我 们 在 区 间 [0，33 上 定义 


Hs 0 二 “Jl, 
> f{y)= 1， 1< < ， 
光一 十 ， 2 


2 在 区 间 50，32 上 递增 ,， 且 / [9(x)]= x (0X 
。 因 此 ，/og 是 区 间 [ 0 ，2 ] 上 的 单调 连续 函数 ， 

注 - 阁 易 证 明 ， 若 上 (yy ) 是 严格 音调 的 连续 函数 ， 而 递增 函 
煞 了 = ot) 在 点 *, 间 肠 ， 则 复合 函数 AC9 Lx) 在 后 x 亦 必 
间断 ， 上 法 反例 说 明了 在 这 个 陈述 中 ， 函 数 ， 的 请 汪 全 不能 
减弱 为 单调 性 。 

39。 两 个 区 闻 之 闻 的 一 个 无 处 单调 的 一 一 对 应 ， 

设 上 定义 在 和 下 Y 反 1 上 ， 


让 x 是 有 理 数 ， 
1 -~ xx， < 是 无 理 数 。 


有 显然， 了 在 00， 1) 的 任何 学 使 间 上 都 不 可 能 是 单调 的 。 了 的 值 
域 也 是 [0 ， 1 而 得 还 是 区 间 [0，13 到 自身 的 一 个 一 一 对 


应 。 


re 
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关羽 地 ， 可 以 作出 具有 同样 性 质 的 将 区 闻 [La，82 映 到 区 间 
Lc， 上 的 耳 数 ， 


cd- 0) 了 一， 一 一 是 有 理 数 ， 
pb- Pe bp—a 
-是 无 理 教 。 
a 上 


(x)= 
d+(e = 


.40, 两 个 疡 格 递 丧 的 函数 ， 其 积 不 是 单调 函数 ， 

函数 六 (xz)=x 和 8(x)= x -1 在 区 间 [0，13 上 都 是 严 
格 递 增 的 ， 介 其 乘积 (x)9tx)=x (x~1) 在 [0，1J 上 
既 不 递增 也 不 递减 ， 

41. 无 处 单调 的 连续 函数 ， 


在 jx [< 二 ,说 f.(x)= 1x 直 而 在 其 它 的 * 值 处 用 1 为 周 
期 来 延 拓 f1《x)， 即 ， 对 每 个 实数 x 和 整数 站 ， 都 有 
fi(x+n)=fi(*), 
当 # 之 1 时 ;. 定义 f(x*) = 4 fi (d" TX), 于 是 对 于 每 个 
整数 rn，f。 是 有 周期 4 :的 周期 函数 ， 其 极 大 信 为 二 -" 4-"*1, 


最 后 ， 以 枣 :为 定义 城 规定 了， 


f= fj 六 和 


因为 |fn(x jj 袜 于 4 故 据 Weierstrass 判 市 法 ， 这 级 数 在 


Rt. 上 一 致 履 襄 ; 因而 /在 上 连续 . | 
在 任何 形 如 9 = h “4-” 的 点 ， 式 中 名 是 整数 ，m 是 正 整 
数 ， 尖刀 全 就 有 f(a) = 0， 从 许 
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fia}y= f(a rt fn( a), 


对 于 任何 正 整 数 m， 设 2 是正 数 47:* ，， 于 是 ， 当 nn 半 2m+ 1 
时 fn( 9 二 Rn 站， 所 以 


fiathm)— f(a)y=Cfita Thm- fla)) 
| tt[lfmta +hn) — fm 0)) 
Fn a th ietf mo + hn) 
mhnt+ Cm+ 1 hn- Fn 0., 


同样 地 ， 
iia~mhne fo- mnt (m+ Tinm= n> 0. 


由 于 形 加 4 = 此。 汪 生 的 点 在 总 :中 中 稠密 的 ， 所 以 /不 可 能 在 
一 个 展区 间 内 单调 ， 

注 ”上 其实 ， 还 可 进步 构造 元 处 单调 的 可 微 冰 数 ( 参 大 第 二 
章 肥 全 31) 。 

42,. 忆 一 个 任意 的 非 紧 集 为 定义 域 的 连续 的 有 界 函 数 ， 它 没 
有 极 值 。 

《1 ) 沙 天 是 一 个 无 界 的 实数 集 ， 令 


2 ， 人 EE, 


x 十 1 


f(x)= 


则 了 在 玉 上 没有 极 大 迷 。 如 果 定 义 


fer)= 11* YY weE, 
x+1| 


此 处 [fx 要 是 小 于 或 等 于 | x | 的 整数 中 最 大 者 ， 则 了 在 EE 上 胶 没 
有 极 大 值 也 没有 极 小 值 ， 

(i 》 如 果 瓦 是 一 个 有 界 的 非 所 的 实数 集 ， 设 2 是 天 的 一 个 
聚 点 ， 人 民品 区 天 ， 合 
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fx)= -x-c|, er, 
这 时 了 症 EE 上 没有 极 大 什 ， 如 果 定 闵 
f Cx) EMI*Y ~ er lx el} 


其 中 方 括 导 再 一 次 用 来 表示 “括号 函数 ”， 耐 工 是 某 个 包含 的 
区 间 的 长 度 ， 这 样 的 函数 /在 EE 上 既 没 有 极 大 信也 没有 极 小 值 ， 
注 “定义 在 紧 集 上 的 连续 函数 必 有 极 值 ， 上 述 反例 说 明了 非 
紧 集 上 的 连续 函数 未 必 有 极 信 ， 世 至 对 于 任意 给 定 的 非 紧 集 ， 痢 
可 以 在 其 上 构造 一 个 连续 的 有 界 函 数 ， 它 没有 极 值 ， 
43。 定 义 域 为 紧 集 的 没有 极 倘 的 有 有 界 函 数 ， 
取 闭 区 闻 [ 9， 12 作 为 定义 域 ， 记 是 个 紧 集 ， 对 于 x E [0， 
1]， 定 义 


十 1] 于 
是 壮 站， 


(~ T)n-”. ，x = 了 上， 放 与 是 互 质 的 整数 ， 
f(x)= 
0， * 总 无 理 数 。 


则 在 C06 ，13 的 每 个 点 的 尾 一 邻 域内 ， 了 的 值 能 够 任意 有 逼近 数 1 
与 ~ 1， 却 总 是 介 于 二 者 之 问 ， 

44 .有 有 无穷 光 个 局 部 极 火 值 而 无 局 部 裤 小 值 的 国 数 ， 

设 Flx)=- XxX, -lx<1, 


对 任意 x 亡 尼 !， 令 f(x +2)=2f(x)， 则 了 是 R'1 上 的 实 信 
函数 ， 它 有 无 穷 多 个 局 部 极 大 值 而 无 局 部 极 小 什 ， 

入“osey 和 Vanlghanfts5 构 造 了 一 个 男 数 ， 它 在 每 个 区 间 中 
有 一 个 真正 局 部 极 大 值 。 

45. 和 处 处 取得 局 部 极 小 值 的 非常 人 商店 。 

设 安 是 C8，173 中 的 Camior 集 ， 他 


140 


ftx)= 


4， XO, 
则 函数 具有 所 需 的 性 质 ， 

注 车 了 4 晨 区 间 [o，6561 上 的 连续 画 数 ， 且 在 Ca，51 上 处 
外 取得 局 部 极 侍 ， 则 了 必 为 常 值 隙 数 ( 参 否 本 童 问题 43)。 上 述 
长 赋 党 明了 在 这 个 命 古 中 ， 泗 数 为 连续 的 条 件 不 可 去 掉 ， 

46. 具 有 有 介 值 性 质 的 闻 断 浮 数 ， 

在 闭 区 间 [0，1/2] 上 如 下 定义 为数 ， 


1 ， x = 1/2", nn 为 奇数 ， 
(x)= 0， x= 人 0 或 x =1/2"，11 为 偶数 ， 
线性 14/2 人 /2 R12 


易 见 ，f 在 x = 4 不 连续 ， 但 / 却 其 在 介 值 性 质 ， 即 ， 和 如 果 以 
是 介 于 数 F 0)= 0 和 了/ (1/2) = 1 之 问 的 任意 数 ， 那 么 在 开 
区 间 (0，1/2》 内 至 少 可 以 找到 一 点 ， 使 得 FF (5 )》 = 时， 

注 “可 以 证 明 ， 阅 区 癌 上 的 连续 函数 具 在 介 值 性 质 ， 上 述 反 
例 说 明了 介 值 性 质 决 不 是 连续 函数 的 特征 ， 对 于 不 连续 函数 ， 也 
有 可 能 发 生 的 。Lebesgue 甚至 构造 了 一 个 定义 在 半 开 区 间 [0 ， 
1》 上 面 取 健 于 【0 ，13 中 的 无 处 连续 函数 ， 它 在 每 个 任意 小 
的 于 区 间 上 都 取 尽 E090， 13 中 的 -- 切 值 (参看 5 90) ， 

47 .两 全 具有 介 值 性 质 的 函数 ， 其 和 却 没有 介 俯 性 质 。 

i7 sin 《tif ， 关 0 
令 ren- 


日 ， t=0,， 


cos {1l/it)} ， 0， 


他 《了 于) = 
0 ， t = 0， 
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此 时 
21 St ~ cos (17 ， 关 0， 


ro 
0, + = 个 ， 


| 2f costl/i) tsin C1/t) ,+0， 
G'{t)= 
性 ， f= 0 , 
再 令 Cf)= CFICFD?，9Cf)={GAH)?, 则 了 与 9 都 具有 
介 值 性 质 ， 乱 为 F' 与 都 具有 这 个 性 质 ， 但 是 ， 由 于 
41: 寺 1，+ 大 由 ， 
Cf + on-) 
0 ， f = 0， 
所 以 上 + 9 在 包含 点 0 的 尾 何 区 间 内 都 不 上 县 有 介 值 人 性质， 
48&, 一 个 在 沁 4 与 了 上 均 连 钞 的 函数 , 它 在 4 由 BB 上 并 不 连续 ， 
车 /在 集 上 连续 ， 且 A4 己 EE， 则 f 在 4 上 显然 也 连续 .但 
是 ， 若 了 在 4，B 上 连续 ， 则 在 = AU B8 上 未 必 必 连锁。 创 
如 ， 宙 4 为 :中 的 全 体 有 理 数 ，B = R'、A。 令 


1， TetA, 
0, x€E a. 


则 /在 4 和 8B 上 均 连 续 。 但 /在 RR: 上 无 处 过 续 ， 
49. 窑 在 车 干 个 半 连 续 浮 数 ， 其 和 是 -个 无 处 半 连续 的 函 


-| 


数 ， 
在 以 下 各 函数 的 定义 中 都 假定 户 与 9 是 扎 质 的 整数 且 4 > 


0 ， 我 们 在 如 :上 如 下 富 义 函数 ， 
47 中 x = p/g9，9 为 奇数 ， 
f(x)=9- 2-4/g x =p/9，9 为 偶数 ， 
-2 x 为 无 理 数 ， 
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一 1 一 79， X= pg 4 为 奇数 ， 
g(x)=9 1+1/g x =p/9，4 为 偶数 ， 
一 1， x 为 无 理 数 ， 


-1 一 1/qg，*x = p/9，9 为 奇数 ， 
jx)= 3+1/9， x = p/g，9 为 偶数 ， 
3 x 为 无 理 数 。 
那么 ，f ，9 和 天 各 自 都 是 处 处 半 连 续 的 ， 而 它们 的 和 

f(x)+t oO(x)+ h(x) 
-2+219，x>= p/9，49 为 奇数 ， 
= 2 一 2/g *=p/9 9 为 个 数 ， 
0， * 为 元 理 数 ， 


是 一 个 无 处 半 连 续 的 区 数 ， 
50, 两 个 半 连 续 函 数 ， 其 最 小 值 函 数 并 不 半 连 续 。 
在 区 间 L 个 ， 十 oo) 上 如 下 害 义 嫩 数 ， 


| sin C1l/xX)} , x0, 
Z| 
1，, 二 0， 
~ : 1 
g(x)= 
心 ， 所 二 站 ， 


sn CI/x) 0 
则 min{f(x), 9(x)}= 


0 ， 天 二 他 ， 


易 见 ， 函 数 了 在 x = 上 半 连 续 ，23 在 x = 0 下 半 连 续 ， 但 
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Ton minfrrry g(x)}: 130 
下 


>iim mii{f (x), 9(x)}=— 1, 
EE t 
这 表示 疗 数 min{ f，9} 在 x = 0 降 不 上 兴 连续 也 不 下 半 连 续 。 
51 .无 处 半 连 将 的 函数 
在 闭 区 间 C 0 .19 上 如 下 定义 沙 数 ， 


C1" ，x = 二，mm 和 ?是 互 质 的 整数 , 且 n>> 0 ， 
/co -| 区 十 二 类 
0， % 为 无 理 数 ， 


则 对 任 塌 yxocLO，1]， 通 数 了 在 x。 部 不 是 上 半 连 急 的 ， 这 是 
因为 . 


Tm f(x)= 1， 


从 而 不 可 能 有 lim 了 (x )S f (x0) 
同 理 可 证 ， 了 容 x, 也 不 是 下 半 过 续 的 ， 


52. 寻 处 不 连续 而 又 外 处 半 连 续 的 函数 ， 

1，x* 次 有 理 数 ， : 
通 涩 1 

0，y“ 为 无 理 数 ， 


是 处 处 不 连续 的 ， 但 在 有 理 点 上 ， 它 是 卡 半 连 线 的 ， 而 在 无 还 太 
上 ， 它 是 下 半 连 多 的 。 
53 ,一 个 改 黎 的 上 举 连 续 函 数列 ， 其 极限 函数 并 不 上 半 连 续 ， 
将 有 理 数 排 成 ri rs 了 并 在 屎 ' 上 定义 函数 


( 1， x EE {ri Lt rn}s 


Wi) =, 
1 ‘ 他， x rs To ra} 


3 


易 知 ， 对 每 一 f#，j。 是 R! 上 的 上 半 连 续 函 数 。 然 而 ， 极 限 了 数 
i ，%* 为 有 理 数 ， 

0 ，x 为 无 理 数 ， 

在 呈 ! 上 并 不 上 半 连 续 ， 


fo 


了 4 


第 三 对 微 分 
基本 概念 和 主要 结果 


在 这 一 章 的 某 些 反 合 中， 导数 这 个 概念 允许 用 到 无 穷 极 限 的 
将 形 ， 


f(x)= lim 十 用) /(X)_ ,oo 
br0 下 


jx)》= lim (Yo 
hb-0 i 
然而 ， 可 微 函 数 这 个 梳 念 仍 限 于 在 严格 的 意 尽 上 使 用 ， 即 函数 在 
其 定义 域内 各 点 处 具有 有 限 的 导数 ， 
类 似 地 ， 可 以 定义 单 侧 导数 一 一 右 导数 和 左 导 数 如 下 ， 
f(x +0)= lim f(x+ A) fx) 
fm 十 h 


f'(x-— 0)= ‘lim 


"一 


f(x+h)- (Cx) 
h EE. 


显然 ， 弄 使 导数 1'(x》 存在 ， 当 且 公 当 了 在 x 处 的 右 导 数 
和 左 导 数 存 在 而 且 丰 等 ， 因 而 它们 者 等于/ (x )。 

从 导数 的 定义 易 知 ， 车 了 在 点 x 处 可 微 ， 则 /在 x 处 连续 , 
但 这 个 命题 的 逆 命 题 不 正确 。 在 本 章 的 反例 29 中 将 给 出 在 整个 
RR! 上 这 继而 在 任何 点 都 不 可 数 的 函数 ， 我 们 称 这 种 前 数 为 无 处 
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可 微 庄 数 . 

为 了 本 童 及 后 面 各 章 的 和 需 要 ， 我 们 把 有 关 导 数 的 熟知 结果 陈 
述 如 下 ， 

1: 设 ff 和 9 是 定义 在 [ao， 上 5] 上 的 渔 数 ， 丰 x Ef[a，5J 处 
可 微 ， 则 + 9，fg，f /9 《于 > 的 某 邻 域 中 9 关 0 ) 都 在 x 
外 可 柚 ， 且 

《1) CF I x)= f(x)+ I (Cx) 


CQ (Cfaq tx}= f(x)9(x)+ f(x)g (tx) 


f(x)T%)— f(x)g (x) 


fs 
(Cif) (9) Cx)= gi) 


>，Fermat 定 再” 设 /定义 在 Le，53 上, 若 /在 xE(o， 
请 ) 处 有 局 部 极 值 卫 扩 (xz ) 存在 ， 则 大 (xz)= 10， 
3，Rolle 定 理 设 /是 定义 在 闭 区 间 [a，83 了 上 的 实 值 函 
数 ， 加 果 ， (7) /在 Ca，651 上 连续 ，(i1》 1f 在 开 区 间 (a， 
忆 》 内 可 向 ， 《i) f(a)= 了 (5)， 那 么 存在 成 5 E€ 《a， 
6) ， 使 六)= 0。 
4。Lagrange 中 信 定 理 ， 亦 称 微 分 中 值 定理 车 /在 闭 区 间 
[9g， 5] 上 连 编 ， 在 开 区 间 《a， 656》 内 可 微 ， 则 存在 成 上 € 
cq， 65)， 协 
， 《~- f(a) 
ED OD. 
5。Cauvchy 定 理 设 f，9 在 闭 区 间 [4，45] 上 连续 ， 在 开 
区 间 《a， 65) 内 可 微 ， 且 g' xz) 天 和， 则 存在 点 上 E (9a， 
5》， 使 


Fb- fo) ACE 


一 - 


go V0a) gE 
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6, 设 在 (a，45) 中 可 微 ， 若 对 所 有 的 YE ta，6)， 

7) tx) 之 0， 则 了 在 Ca，4&5) 上 递增 ， 

(1) (YX) 王 人 六， 刚 了 为 常 导 函数 ; 

Ci YX<sD， 则 在 (cc，5)》 上 递减 

7.。 上’ Hospital 法 则 ， 设 函数 了， 9 在 局 “的 芝 于 各自 可 短 ， 
Fec)=9fc)=f1， 则 


lm f(D lim 了 (7 ， 
wc J(X) re XY 


如 果 右 边 的 极限 存在 《有 限 实数 ). 
8.“ 链 式 法 则 ” ”车 函 数 9 在 点 5 可 向 而 了 在 点 9 《5) 可 
徽 ， 则 复合 函数 中 = fog 在 点 5 可 微 ， 并 且 . 
Pie ft9(6)+* 9 (0), 
9. 设 下 在 x 的 某 一 邻 域 (x。 一 中 ，x。+ Rn) 上 可 微 .如 果 
(7) 当 x EE (x x+mn) Hf (x)<0, 而 当 *E€ 
(x 一 器 只 诗 ; 请 (xx)>>0， 则 了 在 ** 点 取得 局 部 极 大 值 
六 《Yo 。 n z 
(他 ) 当 x 全 Kx xs+1) 时 ，f ‘(x)>>0，, 而 当 x EE 
Cxo— TT，Xo) 时， 了 CX) 之 0， 则 了 在 x6 嵌 取 得 局 部 极 小 值 
fF {xo), : 
若 在 某 区 间 上 f 有 导数 1 '， 而 f' 也 可 微 ， 则 记 了 /的 导数 
为 了 了”， 并 称 了 为 了 的 二 阶 导数 。 如 此 继 组 ， 得 男 数 


f， 站 -了 ff, hh fF, wy 
其 中 每 个 务 数 痢 是 它 前 面 一 个 函数 的 导 函 数 . 
函数 称 为 无 穷 可 微 的 ， 如 果 在 其 定义 域 的 各 点 处 , /有 各 


阶 有 限 的 导数 ， 
10. 设 站 人 (xe)= 人 0, 1 “2 店 在 且 有 限 ， 
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(了)》 若 f(x0) 之 0， 则 在 点 x, 收 得 局 部 极 小 值 /x0)， 

人) 车 jxo0<0 则 了 在 点 xz 取得 局 部 极 大 值 六 (xzo) ， 

11。Tayitor 定理 设 f 蚌 Ca，5] 上 的 实 值 函 数 ，# 是 正 束 
数 ，f"" 在 [a，51 上 连续 ， 对 任意 1 ECLa,， 6 f(t) 
存在 且 有 限 。 再 没 吕 ，B 是 Coa，5 7 的 不 同 点 ， 令 


， 扯 一 工 
p(t)= 3 六 
则 存在 点 * € 《a，B),， 使 
f (BY= p(BY+A Ce) (CB - ayn, 


12。Leibniz 定 理 ” 没 宇 是 正 整 数 ， 男 数 了 与 9 在 点 “ 处 有 
nH 阶 有 了 上限 导 数 ， 则 画 煞 忆 = fg 在 点 上 处 也 有 # 阶 有 限 导 数 ， 且 


全 
下 
j=0 


在 这 一 章 的 某 些 问题 和 反 便 中 ， 还 要 涉及 无 穷 级 数 的 收 总 ，: 
绝对 收 合 和 一 致 收 锚 ， 以 及 一 致 收 仑 的 Weierstrass 判 别 法 等 基本 
概念 和 定理 。 


间 十 


1 证明， 如 冉 了 是 Ca，6) 上 的 西 函数 ， 且 在 (e，5) 
上 可 微 ， 那 么 对 任意 x1，xsE ta， 6)，%1 之 Xa， 都 有 f' {x1) 
(xX), - 

证 设 X1，x Edtayp)xicxa， 对 任意 x EE tx Yah 
有 , 
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网 上 基 凸 项 数 ， 故 
f(r) fx tf (2) 
和 | oI 


即 (Xa XY (YX) 宝 (xs 一 x) CX) + xX) fF (x3) 
f(x)— fx:) < 2) fx) 


一 光 ] i 


在 上 式 中 令 x* 阅 x1+ 0， 则 有 
f (X12) 一 f tx 


Ty Xs 


所 《二 


车 仍 x 一 %z 一 和 $ 则 有 


ACH AC 
| 


因此 ， 产 kx) 史记 人 xy。 
2. 证 明 ， 函 数 “ 


xs|cos 工 |，x 尖 0， 
foo 
0， x 二 0， 
在 点 = 0 的 任何 邻 起 内 有 不 可 徽 的 点 ， 但 在 = 0 这 点 是 可 向 
的 。 四 


证 多 lim 了 Cf 了 C0) lim x 
XX 


亲人 由 X=-0 


cos =0， 故 f 
《07 =0， 即 了 在 x=0 处 基 可 徽 的 。 
i140 


慈 证， 对 于 x = 了 的 任何 邻 域 《 一 38，D5) 050) 内 ， 
总 有 不 可 微 的 点 。 事 实 上 ， 令 


n= -了 
‘nL 
- 
则 当 ， 充分 大 时 ，xnE (- 5 ， 5 )。 对 于 这 样 的 点 xn， 有 
矿 -(Cxasnm) = 工 ， 六 Xe 二 一 


破 fun) Xs 
同 通 可 得 fxn fn 
因此 ， 了 在 所 xn 处 不 可 微 。 

3. 设 函数 /在 (-w%，+%) 上 有 二 阶 连续 导数 ，/ (0) 
= 作 ，。 证 明 :: 由 

30)= 关 0 Gtr)= (x x 《<% 关 人 0) 
定义 的 办 数 9 在 (~ co，1+ co) 上 有 连续 导数 ， 

证 对 x 闪 0， 9 Cx}y= f(x /x = 1 (0 x), 
这 里 0 之 9 之 1. 因 f' 连续 ， 故 得 到 

i 9 (%) = lim fF Oe = A (0)= 900). 


这 样 ， gs 0 连续 , 从 而 在 所 有 的 点 都 近 续 由 L* orpital 


法 则 ， 得 到 
(0)= lim 2 60 im A) C0). 


-和 -从 村 了 -3 和 
= lim fr (x) (02. 天 (0) 
A 2x 2 


因此 ，5 在 > = 0 可 微 ， 从 而 处 处 可 身 . 对 x 去 0， 有 
x (x)— 了 


村 


g (xX)= 


再 由 LL' ospital 法 则 ， 得 
lim 9 (x) = 100) /2, 
0 


因此 ，29 在 x = 0 连 轧 。97 在 其 它 点 的 连 息 福 是 有 明 蝶 的 ， 

4. 设 /是 定义 在 区 间 .7 上 的 实 秆 函数 证明，/ 在 x,E1 可 
微 的 充 要 条 件 是 ， 存 在 了 上 上 的 柳 数 所 ， 它 在 x。 连 魏 ， 生 对 任意 
x* 蕊 I， 有 

Fx flr = F(x)(x — xo), (1) 

证 必要 性 ， 若 了 上 在 x, 可 微 ， 则 


(x)~ fx = (rox x0) + £ CX} — wa) 
= [Cf (xo) te CXYICSN — Xo), . 


其 中 iim {x)=0。 令 
mb] 


; fx EE (LX), wx, | 
F(x)= 
f' txo), X= os 
显然 ， 玉 在 xs 术 续 ， 县 符合 要 求 (1) ， 
充分 性 ， 设 存在 工 上 的 函数 下 ， 它 在 x 连 续 且 满足 《1) ， 
即 有 | 


Fir)— fx) = F(X} Xx0) 
= P(xo) (x-xo) + LP (XI- P(X) (xX-x0), 


Pix}— Flxo), EFEXps 
入 E(xX)= 


下 二 py 


删 lim & (Cx)= 0， 且 


| 


一 


1532 


故 了 上 在 *, 可 微 ， 

注 “ 问 题 4 显 然 是 可 微 定义 的 另 一 种 表示 形式 ， 而且 可 知 王 
(x0) = f' (Xx0), 

5. 没 F 在 9，+co) 上 可 徽 ， 且 lim F(x)=0。 证 明 


im f(x)/x=0., 


其 
证 因 lim 产 (x)=0， 改 对 任意 s >0， 存 在 出 >>a， 
oo 
使 当 % 计 太 时 ， 有 
lf (x)|<e/2., 


又 LO) OD pt) (M<t<x), 
克 一 ! 
故 当 >x >> 币 时， 有 


] f(x)— Ff CHD! = PE)<cCeEyA2。 
x—-M 
因此 OA FMT Ca 
Fx IF MD | + E(x- M2, 
从 而 OD EE Cx >M). 
x < 


轩 定 几 ， 则 有 Xo 计 几 ， 当 % 祝 Xo 时 ， 

| fF (CM) /x <ej2. 
于 是 ， 当 x 之 x0 时 ， 

If Cx)|/x<e/2+te/2= 8， 
即 lim f(x)/x= 0。 


区 十 5 


6。 Ci) 设 于 有 界 区 间 〈《a，2) 闪 可 微 。 


Ca) = lim “7= oo 可 舍 推 出 dim (=o07 
《5) 由 ia (sy ac 可 而 失 由 im 天 《和 oo? 


(ii) 设 f 于 ca, +co)》 内 可 微 。 
Ca) 由 lim 了 存在 可 否 有 。 lim 1 f(x) 存在 ? 
《5) 由 im f(x》 存 在 ， 可否 有 lim f(x) 存在 4 


解 ” (7?) (aa) 一 般 说 来 ， 不 能 保证 lim f(x) 0 


例如 ， 企 《0，FrA2)》 上 定义 函数 


f(tx)y = 工 + cos 工 
x x 


有 显然 有 lim f(x)=oo。 俱 是， 
Er 十 


f(x)= -+ sin 一， 
+ 


对 于 Xs = Cn=1,2,+), 有 f' xn) = 0， 


2H 下 十 - 工 
2 
因而 Lm 了 (*)= 不 成 立 ， 
(56) 未 必 成 立 ， 酌 如 ， 函 数 1 x)=3x 在 (0，1) 上 
可 微 ， 生 f(x) = 一 +- 一， 放 
B+ 


x 


lim f’' (x)= +eoo。 
区 十 


然而 im f(x)= lim Yr=0, 


二 和 二 


154 


Cf》 a) 不 能 ， 例 如 ， 孝 数 上 (xx)》=sin%2x 在 (0， 
+ eco) 上 可 微 ， 皇 


sin x? 


f(x)= 2cos Xi— ~ 
区 


故 lim f(x ) 不 存在 ， 然 而 jim f(x)= 0， 
Xo br 证 9 


(5 ) 不 能 。 例 如 , 函数 F (x ) = cos Gnx) 在 (0，+o0) 
上 有 界 且 可 微 ， 其 导数 为 


in 《©l 
f(x)= sn (lax) ， 


袁 lm f(x}y=0., 


TT 


然而 lim f(x》 不 存在 。 


7. 设 /在 有 界 区 间 C9，65》 内 可 币 、 证 明 ， 若 /在 《9， 
b) 上 光 界 ， 谓 产 在 Ca，45) 上 亦 必 无 界 ， 其 六 不 真 ， 

证 ( 反 证 法 ) ” 设 存 在 常数 MM， 使 | Cx 区 
pp), 取 定 CE (Ca, 8&)， 则 对 任意 xx Eta， bb) 有 

{fx fc)|=1f (Et) x-cil<MCp-o)， 其 
中 上 在 与 x 之 间 ， 从 而 SEE (4,，5)。 因 

|fix)— fic) ll ftx)|-|f (eo)l; 

故 | FEx) SFCe)l+aOD-a)， 
这 与 /在 《9， 国 ) 上 无界 的 条 忻 发 生 泌 盾 。 因 此 ，/" 在 (4， 
5b) 上 必定 是 无 界 的 。 

道 命题 不 真 。 例 如 ， 设 站 (xz)=Yx (0<x<1)， 则 f 
在 《0，1》 内 可 微 且 有 界 ， 担 其 导 函 数 却 是 无 界 奶 ， 

注 ”无 界 区 间 上 的 无 界 削 数 的 导 孙 数 未 必 无 界 ， 例 如 ， 症 数 
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xx)=1nax 在 (1，+ece) 上 无 界 ， 但 产 (x)= 1 7173 在 41， 
+cc) 却 是 有 界 的 ， 
8, 设 上 在 《ca，+co) 上 可 微 ， 且 


lim f'{tx)= LL>0. 


N+ eo 


证 明 lim f {x%)= +eos 
下- 十 已 叶 


证 因 lim f(x)= 工 >0， 故 存在 正 数 4, 当 x 半 A 时 ， 


1 * (x) 之 上 /2 。 由 微分 中 值 定理 ， 当 x; 祖 x1 之 4 时 有 等 式 
f(x) = f(x) tf (tL) (x — KX) NE 


故 fx) 之 fx) + 二 (x xi), 
国定 1， 当 x1> + oo 时 上 《xs 一 w+co， 故 


lim fx)= + oo, 
Fr 十 6 


9, 设 在 Ca，+oo) 上 可 被 ， 且 . im ff (x) lim 
* oo 
f(x) 均 存在 ， 证 明 lim f(x)= 0, 
二 上 


证 令 lim 六 (x)= A4， 则 存在 Xx。 之 a， 当 X* 之 *, 时 有 


If'(x) i| 4Al/2. 
在 [xo，%*] 上 应 用 柚 分 中 值 定理 ， 


| fx)— f(xo) = Pi = vc 


一 Xo 
因 lim f(x) 存在 ， 故 


T3534 


lim 了 (%) 二 了 (xo) 0， 
十 9 i 
从 而 4=0。 


10, 设 /在 [ea，+ee) 上 连续 ， 并 在 使 六 (xz)= 0 的 点 x 处 
可 微 ， 县 f(x) 到 0， 证 明 ， 着 x (n=1, 2, 是 了 的 不 
同和 的 寄 点 ， 即 f (xn) =0 (n=1, 2,， so 刚 | 


lim 区 计 十 oo 
0 


证 令 M={x Ela, +00) :f(x)=0}),. 
我 们 开 证 明 ， 对 任意 {xw} 己 村， 都 有 


lim x#= + oo, 
站 一 人 


假如 不 热 ， 即 看 在 数列 {xsj 瑟 并 及 实数 请 盖 G， 恒 《xn 中 
有 子 列 {xa，}CCa， 5bJ。 于 是 ，{<n,} 中 有 收敛 子 列 ， 不 妨 设 


lim wa = XuELG, + oo), 
Ros 


据 了 的 连续 性 ， 有 
0 = lim f (xn, ) = f xo), 
Eon . 
即 xoE 六 但 依 题 设 ， 广 (x,》 存在 且 | 产 (0 中 1>>0， 故 据 导 数 
的 定义 ， 存在 3 闻 0， 使 当 0 < xx 一 x ,| 之 5 时 ， 
(了 Co =|{ > 0， 


一 We To 
即 当 0 之 lx -xs|< 5 时 | f (x) | 0., 这 与 了 (xn = 人 《及 
= 1，2，'…) 且 Jim xny = x 征 盾 ， 
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1 . 投 画 数 /在 -se，+ee) 上 壕 续 ， 且 对 任意 XE 
《 一 oo, 十 oo)，, 都 有 


im +2 -/ (x+h) _o 
B+ i " 


证 朋 ， XX? 了 》 了 和 的 右 导 数 处 处 存在 ， 
{证 》 了 必 为 常 值 函数 . 


证 《1) 因为 lim 人 多 -0， 所 以 


对 任 给 >， 存在 包 >>0， 妆 0 忆 下 所 8 时 


| prt-f CT h) 


| ey 

| 如 | 

| 2 | 
ft + 

: - 天 ~ 
4 


申 量 曲 利 几 络 


: A 1 | 
ft th 


| 
] 


叉 因 为 了 在 〈- ee，+eco) 上 连续 ， 所 以 有 


上 


We | i 
fx+A -f= Do Lh) 【区 + 总 上 7: 
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1 


SS 


frp -fn le D 3 | /x+ 二 9 -HGs+ 


_ < 工 _ 
* 之， i he= he, 


从 而 Ls tp /| 二 


即 f(xr0) = 0. 


(iD 国 lim 天 全 二 多 二 大 0， 赦 对 任 给 * >>0， 
用 -十 


在 让 5 六 0， 当 0 之 友之 8 时 有 

f(x) F(x) | eh, 
对 于 任意 Ge，5E (- co，+e) ， 我 们 证 明 / (0)= (5)， 
为 此 ， 取 一 个 充分 大 的 正 整 数 "o， 合 得 -全 <8 《不妨 设 0 < 


by ， 则 
EAA A 


和 0 


|/ (+b7e farad Tt 


0 


ede DoD je 


一 一 村 
二 8 =《 瑟 一 人 8。 
ng nn Ho ， 


由 * 的 插 意 性 知 /Ca)= 08) 区 出 aa， 六 的 任意 性 可 知 了 必 
59 


为 常 值 函数 。 
12. 设 /在 a， 5 下 连续 ， 且 (ay= (6)= 0,， ff’ 
Coyf’ (Ch)>0, 证 明 存 在 c Ea， 六 ) 使 六 cy=0。 


证 不妨 设 六 (ac)> 0， 三 (pp)D0， 于 是 


lim fT TD) pa)>0, 


天 -在 十 站 区 一 


故 存 在 $1 守 0， 使 当 x, Eto，a +61》 时 
fx)- f(a) 、>0. 


tT 并 
由 x1 一 0 半 0 了 0 得 f(x1)jta)= 0 ,又 因为 


lim OX) OE) ppg) 0, 


#0 一 


喜 存 在 4> 0， 合 当 xs€ (6 - ds, p) 时 
f (x) fb so 


xs—b 
从 而 有 7 (x) 之 (6)=0. 


取 5;， ,足够 小 ,使 + 之 45 一 5。 因 了 在 [xl，xs] 上 上 
连续 ， 放 由 连续 函数 介 值 定理 ， 存 在 Cc，a < 之 x1 近 06 <ysc<p 
使 六 cc)=0。 

13 .已 知 / 在 [0， 13 上 可 微 , / (07= 0， ft1)=1, 8 
Ry ,为 # 个 正 数 ， 证 明 ; 在 [0， 1 ) 丙 存 在 一 组 互 不 相 
等 的 数 x,，x，，， “…，xan; 使 得 


Sy 了 5 GD = 这 Ri 


i=1 b= 


1#0 


ee | ， 
证 令 hf/ 和 kes 则 0 ml 1 2 是) 


n mn 中 人 
且 字 = 1. 
上 上 三】 


因 了 在 C0，1} 上 述 续 ， 是 /0)=0， (1)=1; 故 f 
必 可 取 到 并 (09》 与 《1) 之 间 的 一 切 盾 。 现 以 点 y= mi mi 
Ta Th 十 和 2 十 2 十 和 In- 1 来 女 害 区间 Cf(0), Fil} 
则 在 * 轴 上 必 有 ti 使 

fu = Nn +n + + ?=1, Dy ty 11), 
车 t 不 只 一 个 ， 可 取景 大 者 作为 wv。 这 样 ，wi 必 将 [0，1) 分 着 
刻下 个 子 区 间 f -1 J CF 二 1 ， 2 好) 县 (tu) -~ i 
《at = mt。 扣 微 分 中 入 定 捏 ， 

GD- f Cu-1) = f° (40 (ue res), 


注意 到 疡 (xw) 关 0 〔 否 则 将 有 mi = 0， 这 与 0 之 ne< 1 区 盾 ) ， 
芍 m/ (xb =4s 一 tt-1。 因 此 


族 兆 ， 
名 
之 产 ry = -2 (ui Hs-1)= 1 《 注意 to =10 ; Ln = _ 1), 
即 os 
n w/e - 


从 而 得 到 ZS fF = 3 ki, 


由 于 [ws 《ii = 1，2，，7) 瑟 不 相同 ， 故 x+ 也 
要 不 相 辣 . 
14 .给 定 实数 ao， 令 
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a =Sin do dr 三 Sn ai dni 二 Sn Gn "证明 数 剂 
{naz} 收 敏 ， 并 求 出 其 极限 (C22])，1975， 记 ,83)， 
证 可 以 证 明 ，lim on= 0 (参看 第 二 章 问 题 3)，。 


”对 任 一 59 夭 RXE《 肯 为 整数) ， 有 


lm ld lim San 


on ~ 1 - 站 和 ， 罚 - 吕 8 Un sinl? on 
~ ]i wsinix _1 
i ee 
x 0 Xisin’x 3 
1 : 1 1 1 1 
A 而 .二 -tm 总 (-- 
Er -了 配合 也 天 人 区 1 
全 R= 
- - t 
= lim 工 L 一 )= lim - 1 , 
在 -和 oo 人 Jn 2 性- fac 


因此 ， lim nn als=3 (ao RT), 


.月 -Do 


车 ds =x， 网 lim nn aa=0。 


15. 设 汪 数 f 在 有 界 闭 区 间 [a ， 5 上 连续 ，9 可 微 ,g(a) 
= 作 ， 入 关 0 为 常数 证明， 车 1 


[g(x) ff (x) + hg (tx) |9 C(x), wi 


融 98=0 (C22], 1968,， PD，417 一 418)， 

证 《上 反 证 法 ) ”车 8 空 0， 则 存在 子 区 间 (€，d}Cta， 
58)， 司 9 在 {0c，d》. 上 不 为 零 ， 而 且 9 (ct)=0。 于是， 在 
Cc，d) 上 有 


+hg’ (x)f9 (x) IE1, 
伟 h(x)=lnl 9 (x)|， 册 
| f(x)+AR CN) SE |, 1) 


但 lim Cx)=~-oo， 而 C6。d) 是 有 界 区 间 ， 可 见 产 在 


《6 ，d) 于 是 无 界 的 《参看 本 意 问 题 7) ,由 《1》 可 知 ， 它 
与 了 在 [ea， 5 上 了 上 连续 从 而 在 4 ， 上 有 界 的 排 质 发 生 了 矛盾 。 

16。《Rolle 定 理 》 设 三 是 闭 区 间 [ oa， 上 的 连续 通 数 并 
且 在 开 区 间 【ce， 828》 内 可 微 . 着 j(o)= f(b)= 0， 风 存在 
ee (oo， 上 请 ) 使 得 


Fe7=T0， 


Rollt 定 理 是 微分 学 中 最 基本 、 最 重要 的 定理 之 一 ， 其 应 用 
频 广 。 关 于 Rollt 定 理 的 证 明 在 许多 数学 分 析 浆 程 中 大 多 于 篇 一 
律 ， 多 年 不 变 。 这 里 介绍 的 两 个 新 证 明 分 出 属 于 Abian 5203 和 
Samelsenr7?0)。 第 一 个 证 明 是 构造 性 的 ， 匡 证 明 本 身 不 仅仅 是 
论证 了 满足 定理 结论 中 六 (ce )= 0 的 ec 的 存在 性 ， 而 且 还 络 出 
了 寻求 它 的 实际 计算 途径 。 而 第 二 个 证 明 出 是 纯粹 的 存在 性 证 
明 。 这 两 个 证 明 备 有 特色 ， 而 又 都 窗 于 局 发 性 。 

证 法 1 记 


Op= Ur 六 一 五， to = 


十 ro 


0 二 一 “-- 一 一 一 


我 们 不 妇 设 了 (mo)2 0 《相反 的 情形 留 给 读者 ) . A mo pos 
qo 这 三 个 数 中 稻 一 个 出 来 记 为 mm 使 得 ，， 

六 (iD = max{ f tmo), f {po), i (qo0)} 

( 当 半 三 个 函数 值 中 有 两 个 以 至 三 个 货 福 等 时 ， 我 们 在 遵 取 m， 
时 护照 站 0， po， 4s 的 排列 次 序 堪 这 出 优先 当选 ) 。 并 令 
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7 nl 


rr P13 全 这 三 个 数 中 又 选 一 个 出 来 记 为 m; 合 得 
f tm) = max{ f (m1), 1 {p1), 了 (9 
(特殊 情况 下 的 选取 可 则 同上 ). 并 令 


ds Ms -也 65,= ma 十 二 = 和 
4 
EF | 
如 此 入 续 下 志 ， -得 到 一 确 闭 区 间 
[av， 站 二 [at BIDLas :0D 
并 显然 满足 
fm) ms fm) (OD), C1) 


因此 存在 c E[o ， 3 使 得 


lim Gy = lim bi lim m= 6 Cc eb), 


据 /的 违 向 持 ， 有 ¥: 
lim f {any = Bm fb) = Him ftmy = (to), 
不 难看 出 ， CE(a， 。 事 实 上 ， 如 果 有 某 个 了 《Pt ) 


> 0b, 显 络 # te ?> 0， 让 这， b, 旭 果 fm)=0 (i 
= 人 0， 1， 27 "*)， 则 出 区 间 [as， bj 的 作法 可 知 c = toe. 
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由 《1) 式 得 到 


fo fang, (了 (2) 


Ca bi— ee (2) 


令 iYoo， 由 《2) 得 f'(c)=0 (cc pb))， 
”证 涛 2 ”这 类 证 明基 于 下 而 两 个 事实 ， 
Ca) 如 果 了 在 闭 区 间 [c ，d] 上 连续 并 且 了 (ec) = f(d)， 


那么 存在 a，B Efc，qd) 浦 是 B -a = 及 f(g) = f 
1 


‘gtx)=f (+ 一 “) -f(x), 


显然 9 (人 = ~ g(e)。 于 是 诬 用 介 信 定 理 得 知 绪论 成 


冯 ， 
(了 元 果 了 在 某 肉 点 x 处 可 微 ， 那 么 对 于 尾 意 两 个 数列 
{on}，{Bwj} 满 足 an 所 x 委 P， Un YX Pn Ch 00)， 差 商 


了 出 一 了 ta) 思 4->oo 时 收 敏 于 1 (x)《 证 明基 于 下 列 事 


Bn ~ {rn 


实 ; 当 an 之 x 之 Bs 时 ,上 述 差 商 介 于 二 =/ (0) Bf (0) fan 


YX— Un 
之 间 ) 。 

现在 转 阅 Rolle 定 理 的 证 骨 ， 重 复 应 用 (4 》”》， 我 们 得 出 [oa， 
人 BJCn = 0， 1，2，…) 汪 足 Cr) 后 


ei 1 -am 《一 G) Cy) 了 (on = f (Pr), (ffi) fanri, 

Bnri jEL Gn BB 《n=0, 1, 2， "Leo, Bol=tie, b)). 

这 里 需 要 特别 说 明 下 选 了 [a2,PB,1 计 应 注意 的 规则 ， 假如 已 确 
153 


定 fai,] = Ce, (Fa) = f 7) 如 时 f(t ) ， / 


(全) 之 一 又 恰巧 等 于 fo) 时 ,我们 规定 选取 [22 上， 


或 者 Cat, 为 [0 B,J]， 这 样 ， 显 然 {9n} 与 {Pa} 有 


煌 同 的 极限 6 《 os 二 5 <Bs) ， 并 县 c 关 4，5。 应 用 《65) 
易 知 ff'(c)=0 (a<e<b), 

注 六 bian 和 Samelson 始 出 的 Kolle 定理 的 新 证 月 基 利 用 了 财 
区 间 赛 定理 。1981 年 ， 朱 永 庚 ::1 利 用 有 限 覆 盖 定 理 证 明了 Rolle 
定理 ，1987 年 ， 酋 平 道 <11 利 用 Dedekind 分 割 定理 证 有 明了 Rolle 定 
理 。 读 者 如 有 兴趣 ， 可 参 媳 他 们 的 原文 . 

17, 设 /在 有 蜀 成 无 界 区 间 (oa，5) 上 可 微 ， 且 jim / 


一 妞 十 兴 
(x) = lim 区 {x》。 证 明 存 在 c €E (9，5) ， 使 
Pr 


rc) =6. 
， 证 千 变 Ca，4) 有 界 且 
lim fOr) Him ,=k 


车 千 洛 


信 (7 nt (a, bp}, 
FlUX)= 
| | Ek; xX=0G 或 x= 4&， 


则 下 闭 区 疗 E,a ，。 5 上 连续 ， 在 开 区 间 (4 ，5) 内 可 柚 ， 且 
F (6) = 下 (bp)。 由 Roll 定理， 存在 c E (a，46) 而 有 疡 
(ec) =0, 即 f'(c)=0, 

次 设 (a，' 5)》 为 无 界 区 间 且 上 为 有 穷 数 ， 则 对 充分 小 的 
汪 0， 直 线 》= 卢 + 或 7= 玉 一 5 与 出线 》=f 了 f(x》 吾 少 有 
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两 个 交点 。 设 交点 的 横 学 标 为 ci， rr、 <cz) ， 骨 在 河 民 有 闻 
[cas cl, 满足 Rolle 定 理 的 条 性， 赵 存 在 eE et en ) 
一 (aa，a) 怀 Ac)y=0， 

最 后 ， 设 lim f (x) = lim f (x) = + oo， 此 时 无 论 (Gy 


5) 是 否 有 界 ， 方 程 上 (xx)= 4【〔4 为 圈定 的 充分 大 的 正 数 ) 总 
有 两 个 未 洱 移 实 根 ， 记 为 01，&:。 将 Rolie 定 理应 用 于 [9;，02] 
上 ， 出 存在 EE 《Qi，&2)CCg，5) 而 有 (ec)=0.,. 

同 理 可 证 ， 当 lim / (x) = un (2x) = 一 50 时 ， 也 和 丰 往 


celta 5) 而 有 (cc)= 0， 

18。《 微 分 学 基本 定理 ) 设 了 在 "aa，8] 上 可 给 ， 洲 对 每 - 
x EEe, b |]， fi'(x)= 0， 则 /六 必 为 涡 什 鹃 数 . 

证 ”我们 这 里 介绍 的 一 种 初等 证 明 属 于 Richmondre 加 。 

设 上 三 二 0 而 了 为 非常 值 国 娄 ， 则 存在 7ELG DJ 
<vs 司 得 (4#) 天 (iv)， 于 是， 连结 Ct ， (4)) 5tv， 
f《v)) 的 约 有 蜡 于 零 的 斜率 。 因 此 

FT7y 一 了 (=etfz #4) 或 A = cAxtc0), ¢1) 
假定 6 >>0， 平 分 [4 ，7] 并 没 分 所 为 出 着 

fw) Fu)<etu-u)， 
且 fn) flue (wu), 
则 FLD) 一 FU<e(D 一 人 六) ， 
这 与 (1) 省 盾 ， 因 此 ，[2， 忆 ] 中 或 -ww，2 中 至 少 有 一 个 全 
Ar/Axzey 记 此 区 则 为 [av 1。 仿 恩 上 述 程序 ， 我 们 可 以 
作出 闭 区 闻 套 列 [un，vn] 【2 = 1，2，…) ， 使 在 这 些 区 间 上 


都 有 
Af/Ax 0, 
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昌 一 总 器 


则 


设 Jim 4 = a Un= 人 ELH， vl, 上 0， 


lim Fo) ff Cn) - lim -= Kx 0, 

持 卫 5 Un— Hs 六 > oo 疙 
这 与 (x) = 0 了 矛 酒 ， 同 理 可 证 , c 过 0 不成立, 因此 , 0 .= 0， 
夫 而 ftv)= (> 但 这 又 与 反 证 法 的 假设 矛盾 证 毕 ,: 

法 ”同样 可 证 ， 阁 在 [ao，43j 上 f(x) 安 0, 则 当 w>4 
时 (oo) 字 fwW) 车 (Cx) 志 0， 则 当 v 六 4 时 1 (wv)》 专 
了 Cuy, 

向 分 学 基本 定理 还 可 推广 ， 车 二 (x) 所 MM (dx 所 
5 ， 风 | 


m Cv uf fu EY Cv ~ 4), 
这 只 桶 在 证 明 过 程 中 分 别 把 。 > 和 和 代 以 ec 人 > 邮 和 ee 过 0 找 以 上 二 
从 部 可 . 
19. 设 7 了 在 闭 区 间 [a ， 5] 上 可 御 ， 8 连续、 递减 且 了 7 (b) 
0 ， 证 明 ， CF )》 bn=f Ef (bn-1)— Li Chn-1) (hs,-1 — a) 
存 硒 且 满 足 g <bs 之 bs CR =1， 2, 40=65) 。 {ii) 
数列 {了 0%} 收 谣 于 (0).、， 
f(a)= f(b)- f(b- a), 
击 和 于 "递减 县 :天 (57>0， 丽 
fre f (py- f(b - of (6b), 
由 题 设 可 知 了 在 [a ， 5 了 上 递增 且 连 续 ， 故 /-! 在 CF(e)， 上 让 
Cb ] 上 存在 县 也 是 递增 的 连续 画 数 ， 于 是 ，p5 = 了 -TCF 
《5)- 5) (6-0)j 在 在 旦 满足 a <b< 之 b， 
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现 设 刀 存在 且 满 足 a <5;< 之 bs-:。， 如 河 前 曾 一 样 ， 在 [a， 
bw 上 应 用 微分 中 人 定理 ， 有 
fmf oa) (Pam a fb,), 
于 此 ， 数 5nw+1 节 fC i Ch,) 一 f’ {hb,) (bi— )] 存 在 且 满 足 f 
bnribo | 
{并 数列 {6864} 递减 且 有 下 界 a， 战 Bim bs。 在 在 。 令 Lim 


bn=xo， 则 a 所 xo<56。 因 

f (b») = 1 (Chan_1) 一 了 tb»,.1) Con 1 Gs 
故 由 站 及 了 ' 在 x, 的 连续 福 可 知 

fxo) = fro — f(xo) (xo— 90), ， 
于 是 xo= a 里 jim 六 Cbw) = f(a)， 因 数列 {0w} 是 递 沽 的 ， 故 


数列 { 了 (on)} 也 是 递减 的 ， 
注 车 六 在 fo，5] 上 连续 昌 递 增 ， 了 (Ca)> 人 放风 人 7 
Can) } 递增 且 趋 于 (5)， 这 里 


dn = fi an-1) 十 了 (oan) (6 — an-1)], 


这 个 问题 是 由 EYanss4 外 得 到 的 . 

20。《 导 数 的 介 慎 定理 ) 若 / 在 [ 5 ， 鼎 ] 上 可 微 ， 左 P (0) 
和 了 (53 ， 基 对 于 ja) 与/ 8》 迪 间 的 性 一 数 h。 必 有 
一 点 ce 58)， 使 f'(c)= 上 上， 

赵 殷 稳 和 能 必 有 开 和 0 给 明了 导数 的 介 信 定 理 的 几 御 证 明 ， 兹 
介绍 如 下 ， 

证 法 1 不 态 设 f' (Co) <H<7'(5), 

作 一 辅助 函数 中 (xz) = f(x)-hx，x 七 [a，b2。 因 在 
Cao, .6 上 可知 ， 故 单 也 在 [9。 51 上 可 微 ， 由 于 四 在 [La， 5 
上 连续 ， 故 在 [ae ， 5 上 能 达到 最 小 信 ， 设 (Ej 起 呈 (x) 在 
Ca ，6 3 土 的 最 小 全。 
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荐 SE Ca，68) ， 因 二 在 [ao，5J 上 可 微 ， 元 q (5 ) = 
1'(E)-=0, 即 f(y)= 4 

若 46 = 9 或 5， 即 Ca) 或 nT (5) 是 M(x) 在 [La，5651 
土 的 最 小 愉 ，。 郑 对 x Ef ao， 53 (Cae):P(x) 或 (8) 
(x 》。 但 是 ， 这 是 不 可 能 的 ， 理 由 可 下 ， 车 对 x EL[ 8， 45， 
中 (Ge)sSs 中 Kx)7， 则 有 

平 (一 中 qz0，limn 中 (Y) 一 (4a) 

和 一 -十 由 *— 4 


=q {a 0), 


而 (a)= (Co) 一 世 字 0， 即 (60) 之 HH。 这 和 /Ca )<、 
此 和 矛盾。 因此 总 不 可 能 是 6 。 同 理 上 不 可 能 是 二 。 
因此 ， 只 能 在 (4，5) 内 ， 问 题 得 到 证 明 ， 
证 法 2 和 作 了 妙 数 
. | axeb, 
g(x) 


让 一 羡 
f'(oe),， 二 
由 于 /在 6 处 可 撤 ， lim 一 = f(a), 
故 9 在 [5G，85 了 上 上 连 恋 。 由 连续 函数 的 介 值 定理 知 ， 对 9 (6) 
和 / 《a) 之 阅 的 任何 什 h1， 必 存在 cE (ao，6b) 使 9 (5， 
三 所 t。 
叉 由 微分 中 值 定理 ， 


g(t)= A = f'(c), ee<t, 


故 郑 座 c，E (oa, gy, i (Ci) 三 比 ]。 
Lf), ewes, 


同 更 作 表 数 h(x)=41 Db-* 
jf’(), = 
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天 在 La， pz 上 上 连 捷 ， 由 连 针 区 数 介 值 定 理 ， 对 上 (9) 和 ” 

(5) 之 问 的 任意 值 k2， 必 存在 TE€ Co，58) 而 有 及 (1》= 

bh:。 由 微分 中 值 定理 ， 存 在 cs€ (a，656) ;使 f' (cs)=k:，。 
因为 98305)= hh(o)，f'(o) 冯 1 (58)， 圾 对 于 f/f (a) 


和 f'(6)》 之 间 的 任 一 数 ， 或 赂 于 /'(o) 和 9(5) 之 问 ， 或 
属于 /人 (6) 和 0) = 了 ip 之 间 ， 或 等 于 9 (5) 。 前 二 情 
况 马 证 蝴 存 在 一 点 
1 车 上 在 Ja) 和 了 05) 之 间 ， 
cy ， 车 山 在 (16) 和 016) 之 间 ， 
使 得 1 (cc)= tk， ce (Co, bp). 
车 几 = 8《(65)， 由 微分 中 值 定理 ， 


p= gb fite), ce 


妨 守 


和 


证 法 3 不 姑 设 六 (ao)c<H< 了 5)， 
取 .4 和 BB 满足 (oo}y<A<tH<B<f'(b), 


flo+Ax)—- f(go) 之 /A， 


和 
‘(oe)= lim 
Bx + Ax 
f'(b)= lim fb +rAx) fb) > B. 
Axm0— Ax 


于 是 存在 8 盖 0， 当 0 之 |&%*| 之 $3 时 ， 有 
(at+At 一 (Ca) 一 4 AEA- A 
Ax Mx 


" 申 


取 0 .<S*<miat8， 刀 一 人 }， 即 有 
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fia 十 名 区 一 天生) 
4 


A 6*)— f(b) -f(b +8")- fb) 


和 向 当 
i | 
其 中 本 -一 :总 这 (是 入 e < < 6) 考虑 通 数 
~ fx +O*)— F(x) 
它 在 【G，P 上 染 续 ， 量 


Tet = 


ga)-= -A， 


0 0 LE 0 > 


国 4< <， 由 连续 函数 介入 定理 ， 存在 EE Ce， 6b') ， 和 个 


. 


由 被 分 中 值 定理 ， 存 在 一 点 Cc E(t， + 6")， 


f (E+ f(t) : 
一 一 一 一 一/ (©), 


即 有 六 fc) 二 4， 又 由 于 EE (a 9) 即 a<b<b， 


应 


有 ot+rdecb+dn= 0, 而 cE (t, +6*), 故 cE€ 


《9 6», 


证 法 4 ”多 说 明 导数 的 介 人 定理 与 下 一 定理 等 价 . 


定理 若 / 在 Ca，5J 上 可 微 ， 且 f(x) 去 0， 则 f(x) 


在 Cao， 上 但 大 于 0 或 但 小 于 9， 


证 明 等 价 。 若 定理 成 立 ， 不 芒 设 三 (c)<<4 < 上 (0)。 


了 7 了 


作 


"PERI f(AKY -Ex, xEia, 8 
则 q(x)= ff (x)~H, 
‘oN=f ay- hei0, yp (b= (6-0. 


这 说 明 捍 (4*#) 的 导 国 数 在 [Fa ， 8] 上 变 导 .， 车 不 存在 一 点 所 
‘Coy 8) pe ) 0， pp (Cx), xE [a,b 
由 洁 理 知 F¥ (x 间作 植 大 于 0 或 恒 小 于 9， 这 和 (a)<0，qp 
{ 洛 ) 22 站 玫 盾 ,网 此 有 一 虐 c E49， 6) 使 Ce)= 人 00， 邯 
fi Ra . 

”再 设 导数 的 介 什 定理 成 竣 ， 证 明定 理 成 立 。 设 在 Cao， 8] 上 
Pe 而 {%) 在 Ea，65] 士 术 恒 大 于 0 或 不 恒 小 于 
0, 即 了 (C(x) 在 [4， 5 上 可 变 号 ， 两 此 ， 必 奉 在 两 点 x，， a 
Taz， 池 3 加 站 xx] 和 万" (xs 蜡 导 。 对 介 于 (x1) 和 J 人 
x。) 中 的 粕 0H 由 导 斤 的 介 值 定理 必 存 在 cE Ce，:5 )， 使 
fce)=0， 这 利 在 [ea，8] 上 (xx) 夫 0 矛盾。 央 此 ， 若 在 
Cos bE A CRD， fCx) 在 [9， 上 J 上 屋 大 于 0 或 但 
六 于 ff。 :1 

` 现在 证 明定 圣 。 

首先 注意 到 ， 由 于 f/f'(%) 短 0， EL[ 草 ， 刁 J， 在 Ca， 加 J] 
率 避 可 能 两 点 x ji。x2 癸 f (x1) = 上 xs。 否则 出 Rolle 定 
理 ， 必 有 一 点 上 Et XD)CEa， pb] 使 Pt 人) 一 0 和 六 
{入 )》 :关头 丰 fE。， 5] 矛盾。 从 而 在 Tc， 5] 内 任 两 点 / 
《* ) 的 值 不 机 能 禄 等 。 

其 次 在 [as，8] 内 ， 不妨 设 上 (ac)>>F(5)。 此 时 可 证 得 
fx)<0，xera， 昌 ]。 车 不 然 ， 必 存在 一 点 c， 使 太 
《ce >0。 斥 

lint Lt, f' (00) m0. 


贡 交 -和 十 
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《证 设 上 关 0)》， 即 有 Ce +Ax- (te) 半 0,，. 故 存 在 如 人 > 
c,， 司 ff (cy)<f(d) 

若 f (6) 之 f(68)， 由 于 f/f (58) 之 f(a)， 则 在 Ca，c J 中 
必 有 有 一点， 使 (x) 取得 其 介 值 1 (5)， 从 而 在 La, 6] 上 
(x) 有 相等 值 ， 与 上 证 矛盾 。 故 /(c)< 之 (8) 不 可 能 。 

车 Co) 渤 才 t6)， 册 于 fCe)< 之 1 (qd)， 故 在 [Ld9，65 2 中 
有 一 点 ， 合 f(x》 取得 f(b5》 和 (dq) 的 介 值 Fe ， 内 上 
(cy> 了 f(b) 不 可 能 。 显 热 f Le )= 了 (5 ) 也 不 可 能 。 这 正 
说 明 车 在 Co， bp] 上 f(ao)>f(b)，f'(x) 了 0， 不 可 驶 有 
一 点 cy : 司 f(c)>>0， 从 而 证 其 了 在 [6,6] 上 /人 '(#)<0。 

车 (ao) 之 f (48)， 同 理 可 证 车 1 (sx) 关 0， 划 f (x)> 
0, xE[La, by, 

` 注 ”连续 阵 数 有 介 什 性 质 ， 而 茶 些 不 连续 函数 也 可 能 有 介 信 
性 质 〈 和 参看 第 二 单反 销 46) ， 导数 的 介 信 定理 也 说 明了 这 一 事 
91, 设 (Cx) 了 (00)=xFCE Cx)J， 其 中 0 之 (x) < 
。 证 明 ; 车 站 (x)= xsin (dnx) Cx 交 0)， 了 10)= 人 台 ， 风 
丽 数 = t Cx) 在 任意 小 的 区 间 (0， 5) (ae>>0y， 内 是 不 
连续 的 。 

证 ( 反 证 法 》 假定 (x) 在 某 个 区 间 ( 0， ) 内 六 
续 。 因 为 当 x 人 > 时 


f’ (x) -sintinxy》 二 cosflraxy =T 2 sin (二 + 所 以 


由 f(xy 一 了 (60)= AL[E (Cx)]J 得 到 
"x siptlnx y= xV 2 sin (T+lnt (xY), 


即 sintthwxy}y= YY 2 sin (xD 和 XLto, 


7 


取 充 分 大 的 正 整 数 x,， 使 


~ 2 ht () 。 
由 0< (zx)<x 知 Tim & (xy=0， 从 而 


lim lnt {x}= ~ 0o0, 
基站 十 


因此 ， 存 在 8 (0 < 之 $<s/2) ， 使 


Int (8)< 一 2r0 T + 


由 于 inf (x)》 在 [58，s/2] 上 是 连续 的 ， 故 据 连 续 画 数 介 值 定 
理 ， 必 有 x。E (83，e/2) 使 得 z 


jn t (xX0) = — Ho Ht + 


由 此 得 到 1 sin (ln xo) = V2 sin (+lnt (xo)) = 2, 


这 是 不 可 能 的 ， 故 《 《x) 存 (0 ，s ) 土 不 连续 。 
-23 说 序数 /在 [0 ，ec]Jfc>>0) 上 可 微 ，f “在 [0，5] 
上 递减 ， 且 天 (0) = 0。 证 明 对 于 0 夺 9 寺 b8 夺 9+ 外 夺 56; 便 
有 '， ，  .- 
f(a+b) 人 f(a)+f (6), 

证 当 o = 时， 式 中 等 号 成 立 ， 故 结论 为 真 。 

落 a>>f0， 在 560， oJ 上 应 用 补 分 中 信 定 ; 可 知 存 在 飞 ， 
(0 Eb < 使 矢 、 

fte) _ -= (£1), 


也 : ' 一 瞩 
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同 考 ， 在 5p ，a + b4 上 应 用 微分 中 管 定理 ， 可 和 皂 存 在 5 《bb 
< 0+), 司 得 
ftatb})—- f(b) Lt) py), 
0G 《十 站 7 一 总 
显然 ，0 之 Ej 之 gE 二 +b 因 站 在 [E90，5] 上 
递 碱 ， 故 (Ei) 所 了 '( 必 1)， 即 | 


f (ot fof la) 
如 如 


以 面 fioe+b) 人 fto)+ /f(b). 


23。 设 前 奖 在 Lo， b ] 上 可 微 ， 号 7 了 (Ca=(D)=0， 
fr(a)f' (5)>>0。 证 明 方程 Ptx)=0 在 Ca，5) 兴 荧光 


有 两 个 根 ， 
证 不 妨 设 FF (ac)>0， 产 (5)>0。 央 若 不 然 ， 只 要 考 上 


一 了 就 行 了 。 

出 导数 定义 知 ， 必然 六 〈a ) >0， 必 有 一 点 (a<al 人 oh), 
横 | : 和 

六 (ay 站 3) = 时 i， 

同 理 有 bi (之 刀 之 上 )， 合 1 (51)<0、- 因 而 由 过 续 静 数 介 值 
定理 知 必 有 一 点 E (41，51) 使 fc) = 0。 这 样 一 来 ， 在 闲 
区 间 La， 4 J] 与 L¢， 6 3 上 分 别 应 用 Role 定理 ， 借 知 有 % 《9 
ec) 与 NE 《2?， 5 )， 使 


f(t)=f ‘n= 0 


24, 设 著 数 在 区 间 [a，8] 上 二 阶 可 被 ， f(y 0, 
fx 0 《ass5) 担 设 /在 [a，b] 的 任 一 子 区 间 上 
不 大 等 于 零 。 证 明 方程 上 (x) = 0 在 区 闻 [a，5] 土 最 多 只 有 一 


12¢ 


! 


个 根 ， 

证 .工友 证 法 }》 设 存在 1， Xe (COXI 人 CX), 使 得 
上 (x =0 Cf=1,， 2), 由 Roile 定 理 ， 存在 C(x 之 CC 之 Xs)， 
使 得 

天 《2)= | 

在 区 闻 [ a5'5 J 主因 1*(x) 沁 0， 故 站 递 增 ， 于 是 当 * 之 c 时 
f(x) 帮 0 。 此 时 有 下 列 两 种 可 能 ; 

(CF) 当 xi1 之 x* 之 5 时 ， 恒 有 f(x)=0。 辐 / 在 to,48] 
上 连续 ， 故 

六 (xi = lim 万 (x)= 0 ， 


即 在 区 间 [x,，ec ] 上 ，rCx)s0， 与 条 忻 矛 盾 。 

(ii) 存在 c1 (x 1 之 c1 之 5)， 贫 fc1) < 之 0 。 于 是 在 [xl 
c1., fx (tc) 0, 即 在 区 间 [x1s ci 上 ， 了 严格 递 
减 、 据 及 证 法 的 假设 ，f (x1) = 0， 因 此 当 xi<xscy 时 ，J 
CX) (x) =, 0， 与 (x) 字 0 立民， 

综 上 所 述 ， 李 知 在 区 间 [ 4，5 1 上， 方程 i (x)= 0 最 多 只 
有 有 一 个 和 7 

.25. 设 了 上 丰 [ay 5 上 舌 续 在 (9，D5) 内 可 入 Hi(0) 
f(b)=0. 证 明 对 任 一 实数 入 ， 存 在 c E (a，5)， 使 得 
(Ce) = 六 DC)。 

证 令 F(x)=e-Xf(x)， 则 下 在 [co， 2 上 连续 ， 在 
Ca，68)】 内 可 竹 ， 且 户 (a)=(b)=0。 由 Rolle 定理 ， 存 
在 eC Eta，) 使 得 F(t)=0。 因 
i Fx)= -he f(x) te f(x), 


故 c he-*f(o)+te-Mj(c)=0， 基 
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ftcey=Afecy), 
26. 设 上 三 在- se，+s) 上 可 币 ， 对 某 点 @ Eff- oo0，+ co) 
有 f(to)=07 此 
[Fx lf Cx), 


证 明生 0，。 
证 ”上 先 证 在 asysa+l 上 rry)y=s 和 有 因为 


j7ty)E=17C) 一 Ce)E=| PCD 一 9 
《人 
有 具 和 由 题 设 知 | 产 (xs Gxz|， 所 以 
1 7 (7 委 1 xy 
坷 再: [fxd)|=| FF 一 (07)F= fr llr al 
| fix |x al (ox Xi ). 
焦 此 类 推 ， 得 到 
EC) 和 Di -olelf C(x) ix ~ olly-al 
| fCxn) | | Xn-, — al|lx,—-a|lly~- al . 
其 中 oxnCxu Cx CI Ca 1. 因 / 如 [a，@ + 
上 连续 ， 故 有 界 ， 设 | f(x) {所 说 ,x Efe，a+1] 又 wa- 
oo 1, 故 
(fF CoEMIx ~ ol 0 (Ho0) 。 
于 是 在 [a， a +1] 上 7(y) 二 0， 
再 由 ff ta+1) = 0 将 上 述 推 理 用 于 [a + 1， a 33 
成 立 ， 即 得 (x) 二 0，xE€E[g+1，G+21], 同 理 可 得 在 
Ce d+] 1 上 均 有 牛人) 寺 
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0 。 因 此 在 [oe，+oo) 上 / (x) 三 0， 
间 理 可 人 尾 ， 在 (~oo， a 上 ji(x) 三 0 
27, 设 f 了 在 [a，465]】 上 连续 在 (a 6 a 
9 3 ， ) 内 两 微 ， 又 ， 7 
不 是 线性 函数 。 证 明 存 在 一 点 5E (Copy， 恒 :- 
fe 4> FB- fila) 
五 一 学 


fib- ft 
证 令 g(t C(x- a)+f(a),N9 


(ay)= f(a),，9(b)= 了 (5)。 据 题 设 ， f(x) 才 9(x), 故 
存在 上 Eta， 5) 使 


FIon 关 9(c)。 
不 钙 设 (0)> 9 (0), 于 是 


fy- fa) gc) 9a) f(b f(a) 


Co 2 一 bat 
和 Gb)- 9606)~、 f(b) Fee) 
、 b-e pb- 


在 [2， 5 与 CC， bj 上 对 f 用 微分 中 值 定理 ， 则 存在 ci Cs 
(8<c<4<cr<b), 使 


‘yr C01) F(a) f(a f(b)- 1 90) /1(b) ~/ (2) 
二 i 
站 bp—-a -5# 


二 (tor), : 电 人 
feb) 
帮 当 --- 和 > 0 时 ， 有 六 (e022 ef > 
- — [| 


a) -1 (b)~ 四 ao, 


而 当 闪 人 六 二 2 <0 时， 有 人 
pb”—u 
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一 
一 多 
28, 证 (xy=eosx Teos2x Ftcomx, 证 阴 :， 《71 ) 
对 任意 下 整数 #， 方 程 /al(x)= 上 在 [0，xy3) 内 有 和 且 上 凡 有 一 
个 根 。 
(ii 设 xnEL0OyrA3) 是 fix)= 1 的 根 ， 则 


总 之 ， 看 存在 E(a，8) 使 |/(e)1>| 


,lin nn ni3. 


证 (7 ) 当 # = 1 时， 结论 显然 成 立 ， 下 设 m 六 工 ， 4 
=cos%X， 删 
fn = YI) = ty ty 


在 [i/2，1] 上 考虑 请 数 有 (yy) = gnt3) 1 。 因 用 (yy》 和 连续， 


hy f= "C0, hal1)= ~ 1>0, 


故 存 在 ywE (1/2，1)， 使 得 hs(yn) = 0 ， 义 因 当 》& [1/2， 贡 1 
击 ， 
AI toy te ty 
故 is(y ) 严 烙 递增 ， 于 是 y。 是 唯一 的 。 而 y = cosY 在 [6， 
ni3) 上 严格 递减 ， 故 对 每 个 yw 看 在 唯一 的 X= ATG COS ynE 
(0 ，r/3) 满 是 要 求 。 
(ii) 由 微分 中 值 定理 ， 存 在 5 € (1/2，y)， 和 使 得 


| hn(yn) = hs CH) | 二 Ih/ te) la 一 二 |。 
2 2 
反 An(ym 0， hn (=) 三 一 (oo)”, i.ttE)1> 1, 砂 ! 和 
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TS 4 从 而 yn 二 攻 一 co 有 


lim x = im arc cos ys= I/3, 
其 -on 


29: 设 fj 在 [a，6bJ] 上 连续 在 Ca，8&8〉 内 可 微 ， 又 了 
(x) >0 《ox* 之 5) 证明 不 存在 常数 寻 汪 > 0， 使 得 


f' (x) 
Fx lM tor es) 


证 《 反 证 法 ) 席 设 在 在 村 > 0， 后 每 
fF 二 


|<M Co<x<5) 


gn) laf cy Co 过 xxb), 在 Ca，5) 内 在 取 一 点 
xo， 由 微分 申 值 定理 知 对 任 音 xE€ (aa， by， 在 x*xo zt 之 间 
必 存 在 一 麻 旬 ， 人 局 得 

Tx)— tx) = (E(x -Xi), 
于 是 | 9 tx}yle|g (tx) + Mb -a), 
故乡 在 区 是 ， 坟 2 二 有 界 。 


晤 一 族 了 ,由 了 /在 Eo，6] 上 连续 ，f (a) = 0 ， 三 Cn) 
>0 (a < 之 罗 9)， 因 而 


lim gi{xoyr lim jn f(x)= -oo%, 


十 闪 号 -中 十 由 


故 9 在 《aa，5>》 上 土 无 界 ， 矛盾 。 
30,. 设 了 了 在 C0，&j 上 二 次 可 微 ，| (x}| 寺 M，0 志 %* 所 
gg: 双 设 下 在 《水 ，a)】 内 取 最 太 值 。 证 明 


[Fol+lf Ca) ls Ma, 
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证 ”出 题 设 知 存 在 cE(0， G6) ， 合 /tc)= aax f(x)， 
LE 
办 此 六 5) = 。 据 微分 中 值 定理 可 得 
fo}=f (0 -fIDY)c = -f(t) ec, 
friteoy=f to +t Es) ta- c= "(Eta 0), 
因此 IF (CoO Me, Pa)| 入 Ma ~- 6), 
所 由 | C0)1 + lf Ca)ls Mo. 


31 。 设 上 和 9 在 fa， ] 上 连续 ， 在 (ca, b} 内 可 扳 ， 且 
f(a)= f(b) = 0。 证 其 存在 一 点 EE (a，65)， 本 


Fettrf(tyg (Lt)= 0。 
证 和 欲 证 和 《RE) + f(b}9 (tt)=0,， 相当 于 证 明 
erOCf CL) + AGE)9 (t= 0， 
这 只 要 证 明 《f(x)er)' |s.c = 0。 为 此 作 辅 助 盘 烤 。， 
FCOx) = f(x)er®, 
就 有 FF'(x)=er mf x) f(x)g (Xx), 


显然 ， 太 在 [ae，6 J 上 连续 ， 在 (a，6》 内 可 微 ， 县 由 第 件 了 
(Ca)y= (56)= 0 知道 户 (o)= 让 (86)= 0。 由 , 必 olle 定理 可 
知 ， 存在 一 点 世 全 Ca, bp}, 使 得 (5)}= 0， 地 -本 


er te) tg ED =。 
因 e*! -二 0， 故 
F 关 (+ (t= 0, 


32. 设 在 [0， + oo) 上 二 次 可 微 ， Hfita)>0， feo) 
<0， 当 x>>a 时 P 产 (xs 妆 0。 证 明 , 在 《aa，+coh 内 ， 方 程 
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f (x) = 0 有 且 仅 有 一 个 根 ， 
证 因 x 之 a 时 1*(x)<0， 故 /在 (9，+o) 上 递减 ， 
只 而 当 x* 沁 a 时 


Ft ef (00, 
由 此 又 可 推出 ， 当 x 之 sa 时 (x) 到 格 递减 . 于 是 f(x)= 0 最 
多 仅 有 一 个 报 。 而 x 守 a 时 
fr) ~ fa sf (ex -asf (a) (x a), 
即 f(x) <f' (a) C(x-a)trfta), 
而 有 端 当 x+ co 时 它 趋 于 - cc， 丰 当 > 充分 大 时， 就 有 了 
(x)<0， 即 存 在 疡 > 而 有 上 (5)<: 0 。 据 连续 函 教 育 信 定 
理 ， 存在 CE 《a，6) ， 而 有 
f CE) = 个 ， 
综 上 所 述 ， 方 程 f(x)= 0 在 《as，+ce) 内 有 且 仅 有 一 个 根 。 
33, 设 了 在 Le， 吕 ] 上 可 微 ， 世 为 《aa， 五 ) 内 一 定点 ， 上 
CE 0 CF- Cf (x) 之 0 证明/ 在 Co，4583 上 租 束 
正 慎 。 : ” ' 
证 当 x ELCay gs 时 x~5s<s0， 耐 
ol Cx 下》 产 区 区 0 ， 
故 着 《x) 所 的 :这 说明 了 在 Ca， 5 上 是 递减 的 。 于 是 


fix) )>0., | 
当 xE Li, bj 时 x- 之 0， 从 而 广 Lx70y 这 说 
明了 在 CE，65J 上 是 递增 的 。 于 是 
f (rf) SO. 
综 上 记述 ， 上 下 在 [a，5b J 上 恒 大 于 等 。 
疾 直 3 


34, 给 定 涟 数 


各 呈 
f x)= 
2 3 1 


证 有 明 ， 当 #8 为 奇数 时 ， 下 (x) = 0 只 有 一 个 实 根 当 革 为 偶数 
时 ， (x) = 0 没有 实 根 。 ，， 
证 设 n 为 奇数 2m+ 1， 因 


三 一 af 站 2 i. ~ 
了 了 tx) = (1 二 了) + (二 pp 


故 当 x 2 时 各 项 都 小 于 90， 从而/ (x) 之 0， 而 当 x 所 工时 各 

项 者 大 于 或 等 于 0 《只 有 第 一 项 可 能 为 0)， 从 而 了 (x)> 9. 

据 连 续 函 数 介 信和 定理 ， 存 在 c E(- co，+co) 使 (6c)=0， 
兹 证 方程 f(x)= 0 上 只 有 一 个 实 根 x = c 。 事 实 上 ， 


f(D) -1+%-— Kit 


: = (+ TF i 


当时， x) 还 可 震 成 ， 
fF {xy= -1+x(tl~ x rN (1 ») 
= 1+ (tk) xt te tm"), : 


当 x% 交 1 时 六 (xx)<0。 因 此 ， 对 任意 xx E (~co，+co), 拘 有 
户 (x) 必 刷 ，. 曾 更 子 在 (- ee，+co) 上 严格 递 沽 ， 从 而 《> 
= 0 只 有 一 个 实 根 x = e 。 
` 投 # 为 偶数 2 。 因 
F(x)= 1+ it 
= (1 x) tx 


故 由 六 (xx)= 0 得 x = 1， 即 下 只 有 在 x = 1 好 有 可 能 取得 极 


T 贞 时 


值 。 人 
一 


故 frtl)=1-2+3-4++(2m-1)>0， 内 而 上 只 在 
x = 工 钼 取得 榜 小 值 。 出 于 


F(t1}=1 ~,1 ll 1 ~ 0,， 
2 号 4 2n1 
因而 对 任何 x E (-%， 十 coy ， 都 有 (x) 守 7 关 (1) >0， 可 
见方 程 f (x) = 0 没有 实 根 。 | 
35. 设 了 在 《- ce，+eco) 上 二 次 可 被 ，f" 记 0。 允 设 存在 
一 把 Xoy 使 7 人 xD<0， 且 


lim f' (x)= oe, lim ftx)= BbB>0. 
证 明 f (x) 有 且 仅 有 两 个 零 后 。 
证 因 lim 产 (x)= 有 有 >0, 故 存在 a>>xo 使 六 (Ca)2>0。 


据 Tay lor 公式 可 得 
fat (Ca) x- 0) + (Ee) Ex ) 2 


Pflaoytf (a (x 0) oAE<X, 
故 lim {i%}= 十 ooy fxo) 0， 丙 此 由 连续 函数 介 值 定 


To 
理 知 ， 存 在 x1E《xo，+ 吕 ) 使 f(x!)= 0 ,. 同 理 可 证 存在 xz 
(-o0，Xxo) 使 六 (xs = 0. 

若 存 在 x1 之 Xx: 达 xs 使 J 了 (X12 = i (x2) = 1 (xs}= 0， 刚 在 
[x1 %2] [xs xs] 上 应 用 Rolic 定 坏 ， 科 在 vi x ts, 
x 而 使 了 (= 扬 尼 ,) = 0， 因 此 在 C51，2J 上 再 次 使 用 
Rolie 定 理 ， 存 在 使 1* (5 ) = 0 。 这 与 J/*(x) 之 0 矛盾 。 由 此 
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可 见 f tx) 有 和 且 仅 有 两 个 零点 ， 


36. 册 了 在 [0 ，2] 上 二 次 可 徽 ， 且 | AxisSD |f*(x)| 
< 1 ， 在 [0， 2 ]。 证 明 


[PCx)S 2，YxEL0O，23。 
证 ”由 Taylor 公 式 得 


' a yn 
ft0)= f(xy+f (x)(D 0 x2, 


0 EX, | 
站 
1 fi2)= T(r)rf tx 一 “+ 
ts 


两 式 相 减 并 连理 得 
21 (x)y=f(2)- {0) + 3x1" 


(2 — x)f’ (ty), 
2 
故 DACET NOEL EA 


+ 2 ~ x1 (Ey 


],: 1 一 vs 

a ltl +t + (2—- xX) 
+ 
本 2 i 

而 max {xt+(2 -x)?)=4， 帮 2 |f (x)| 志 4， 即 1 
DY 2 * - + 


(Cx)| 志 2 


1 


18€ 


37, 设 了 在 《一 oo， 二 oo) 上 二 次 可 微 ， 且 


My= sup [fx)|<+to (k=0, 1 2), 
下 


证 明 不 等 式 Mis2M,M,. 
证 不 妨 设 了 上 为 非常 信函 数 ， 于 是 由 题 设 知 型 : 关 0 。 对 尾 
意 x E(- eco，+eo) 及 任意 请 >0， 据 Taylot 公 式 得 ， 


fx FAY FOX TRANS)TTFPCX dB 三 ) 二 


f Cx hs fOr) RF Cx) +I (SY ~ 日 下 
0 <H, < 1， DO<b<<i。 
两 式 相 减 得 
28 产 (x)= 于 (和 十 页) 一 天 一下) 十 [7 一 中 站 
-f(x +h), 


因此 Mi Mk! +AM, 


HH 
- LE 


特别 取 且 = 未 -327 名 得 M<V2MM。 肝 。 ， 即 
2 
Mia2M,M,,., 


38. 设 上 在 Ce，5] 上 二 次 可 微 ， 疡 (240)= 0.。 证 明 存 


在 E (oa, 十 》 使 


4 
局 
fC)|> 


G)2 


fib)- f(a) 
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证 由 Taylor 盆 式 及 是 设 条 侍 ， 得 到 
th) Ga (ae 
ftay ft 2 了) 二 a )， 


“Ela, So), 
2 
| y 2 
f(b)= f(T)+ (0 ) ， 


已 ， 记 小， 


故 ， fob- fla)l<lf (0)- 1 skee 


x €(s 十 


VO 
s(z> <) ， 羡 《|jeeoD1+ lf) D), 
令 | "(5)|= mad | 0, fxs)|}， 则 
ff ods)), 


4 pp 
即 LMSSID Fr f C0)l, 
研究 函数 


1 ,i 
= {1+x je 
! | nl 


取得 极 值 的 情况 。 
解 y=(1+ 


x 3x 十 aa 十 tix je 
21 3 ti! 

x bo XT 

一 (1 x 十 一 一 + 一 一 二 人 十 -一 下) 
2 31 nl 


人 叭 y = 0， 得 x = 04 

CF】 当 nn 为 但 数 时 ，y' 志 0, 堆 5 在 x = 0 处 不 歌 极 值 ， 
从 而 了 没有 极 值 。 

(ii 当 m 为 奇数 时 ， 著 xx<0， 则 风 > 车 %* 沁 0， 则 
y 之 0 。 因 此 ，3》 在 x =0 处 取得 极 大 值 > =.1。 

40 .讨论 方程 xe"= a (aa>0) 的 实 根 情况 。 


解 令 / (*)=xe-*-a， 则 


lim {xe *— a)=—- a<0, C1) 
9 

.了 了 1 ， - 
lim (xe ”— 0)= ~ oo ， {2) 
有 -人 - ! : 


fr x) esl x). 
当 x< 1 时， 产 (x)?>>0 散在 (- 吕 ，1) 上 严格 递增 ， 当 
x 之 1 时 ， r(x) 之 0， 邦 7 在 C1，1+oo) 上 严格 递减 。 内 
此 , :了 仆 x 和 1 处 取得 极 大 从 

{1}y=e 1- 0, 
由 《1i》，(2)》 可知， 当 e-1- 6o 达 0 时 ， 方 种 xe 只 = 4 无 实 
极 ， 当 e-! -a 之 0 时 ， 它 有 两 个 不 同和 的 实 根 1 汉 e 一 =0 
里， 它 有 唯一 的 实 根 x = 1 。 


Ei 


… 反 例 
1, 仅 在 一 点 连续 并 可 微 的 函数 。 
， 放 骤 站: bt 
xX?, x 为 无 理 数 ， 
1 00 . 
0 ，x*Y 为 有 理 数 。 
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在 x 关 ! 的 点 者 间断， 而 在 x = 0 处 有 导数 六 《0 ) = 8 。 这 是 因 
为 当 瑟 是 有 理 数 时 ，- 


f(A)-1(0)_0-0_0 1 
真 < 上 
而 当 二 是 无 理 数 时 ， 
， 全 
fA 0) ph-0 
Se | em 
下 一 下 Ch 0)， 


设 站 {x)= 9， 当 x 汶 有 理 煌 (x)=x*+Xx， 当 为 
无 理 数 。 则 函数 了 也 人 奴 在 x = 0 人 外 连续 且 可 微 ，1 (0)= 1 。 

注 上 述 反 例 表 明 ， 函 数 了 在 某 点 可 徽 ， 只 兹 保证 了 在 该 点 
连续 ， 而 不 能 保证 在 该 所 的 某 个 邻 域内 连续 。 

2 一 个 可 机 函数 1 站， 使 | f | 不 可 微 。 

苑 数 六 (zh = x 在 只 :上 可 微 ， 然 而 ,| 7 (站 二 | 在 x = 
0 外 并 不 可 柚 。 

注 ”由 上 述 反 例 及 第 二 章 反 例 12 可 知 ， 函 数 了 的 可 和 粕 性 与 


| | 的 可 微 性 之 间 并 无 内 在 联系 ， 
3. 一 个 无 处 可 柚 丙 数 1，， 使 im + [f(x ,J - 大 (xD 
存在 ， : : 
和 
设 f(x}= 
“0, # 为 无 理 数 ， 
则 上 无 处 连续 ， 从 而 也 无 处 可 微 。 
但 是 ，lim nCf (x + 一 ) - f(x)] 却 存在 ， 这 是 因为 当 : 


为 有 理 数 时 ，/ (x)= 1， f (x+) = 1, 故 


19¢ 


Ln ee 


lim nCf (x+ ti)- f(x)]=0, 


[| 攻 


而 当 x* 为 无 理 数 时 ，f (x)=0,/(x + 二) =0， 孝 


lim nCf (x + f(x]=0., 


Ee 


注 车 /在 点 x。 可 微 ， 网 limn [Cf (xs+ 二 ) f(x)] 


必定 存在 。 上 述 反 例 说 明 这 个 陈述 反 过 来 是 不 正确 的 。 

4 ,关于 妇 积 函数 可 徽 性 的 例子 ， 

关于 寺 积 函数 的 可 往 性 ， 我 们 熟知 定理 ， 若 本 数 了 与 了 在 洁 
x0 篆 可 微 ， 则 乘积 函数 六 在 点 x" 亦 可 微 。 但 当 了 或 9 在 xn 不 可 
微 时 ， 可 以 有 下 述 各 种 不 同 的 结果 . 

(ay f(x)= x% 在 x = 0 可 币 9(x)=1x] 在 x=0 处 
不 可 微 ， 由 于 

lim XI I Cx)- F000) 1m xx 0， 

计生 本 1 i 
因而 /9 在 x = 0 处 可 微 ， 且 (fo (0)= 0， 

C6)y7(x)=% 在 = 人 0 可 微 ，9 (x)=sgn%* 在 %*=0 不 可 
微 ， 而 乘积 了 汕 数 

f(x)y(x)=|x| 


在 x* = 0 不 可 微 ， . 

Cec) f(x)= 9(x)=|x | 在 x = 0 处 不可 微 ， 而 乘积 闭 
数 (fg9》 (x) =x? 在 x = 0 处 可 微 ， 

(Ca) 函数 Frxy=9(0x)=|xj% 在 x=0 处 不 可 徽 ， 乘 
积 页 数 记 (xx)9xz)=1xl 在 x= 0 处 也 不 可 微 。 
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深 上 也 述 ， 可 列 出 下 表 ( 表 3 一 1)， 


这 5 一 1 


ft g 任 X=xo ' fg 在 X=xo 


定理 
(a) 
(bh) 
to) 
(Cd) 


5. 关 于 复合 通 数 可 微 性 的 例子， 
。 。 美 于 复合 函数 的 可 微 性 , 我 们 熟知 定理 ， 若 f(x) 在 x =x。 
可 微 ，9 Cy) 在 y。= f(xo) 可 微 ， 则 复合 函数 9[f(x)] 在 
x = xo 可 微 ， 但 当 9 (9) 在 y=yn (xx) 在 x =” 不 同时 
可 微 时 ， 可 以 有 下 述 各 种 不 间 的 竺 

Coy g(y)=jy | 在 y， 2 
“(0)= 0 不 可 微 ， 而 复合 函数 


gLf (xX)I=x? 
在 x = 0 可 撤 ， 
Cb) FrKxy=sinx 在 Y=0 可 微 ，9 (3)=| 321 在 ye= 
六 0)= 4 不 可 徽 ， 而 复合 晒 数 
gtftx)]= |sinx| 


在 * = 不 可 被 。 
ce) f(x}=|x| 在 x = 0 不 可 微 ，9 (93)=y? 在 y= 


4 


了 9 了 


f (0):= 0 可 投 ， 而 复合 陋 数 
gLf{(x))=x’ 
在 x = 0 可 机。 
Cd) f(x)=|xx | 在 x = 不 可 微 ， gy )=siny 在 y。 
= 了 (0)= 0 可 微 ， 复合 后 数 
gL f(x))=sin|x| 
在 Y = 0 不 可 微 。 
(eyf (x)=2 x -二 1x| 在 * = 0 不 可 微 9 (y) = 2y 


+ |31 苍 ye= 09 0 不作 而 复写 函数 
gLf(xX)= x 
在 x = 0 可 微 。 | 
《A)f(x)=sin] x | 在 x*=0 不 可 微 ，9 (>)= |y| 在 
= (0)= 0 不 可 略 ， 复 合 函 数 〔 在 x = 0 的 某 个 邻 域内 ) 


gLf tx)I=)isin|x|| =sinj x) 


在 x = 0 不 可 微 ， 
综 上 所 述 ， 可 列 出 下 宪 ( 表 3 一 2)，。 


表 5 一 2 


WX) 在 X= Xogt) 在 yo = f(x) of (XI 在 # = x 


] 
1 
| 
| 
| 
| 


sa 0 和 


6 ,处 处 有 导数 《不 必 有 限 ) 的 不 连续 溺 数 。 


1 ， <0 ， 
设 fj (x)=sgnx = 0, x = 0, 
一 工 ， 和 
则 了 在 * = 0 不 连续 。 伺 
1 3 = oo0, 
此 


而 当 x 二 0 时 ， FPCxy=0， 
7 ,两 个 在 点 x%*, 料 可 微 ， 而 使 中 ax { 了 ， og} 与 min {1， 91 
在 x。, 都 不 可 补 的 防 数 广 和 #， 


议 f(x)= x- 4, (x)=0, 
则 于 和 和 3 在 x = 5 处 均 可 徽 ， 然 厕 ， 最 大 愤 男 数 得 草 小 值 丽 数 


> 
人 一 人 “Os 


imaxt{ f， 9) -| 


有 ， TOs 


TT- 0 XO 
和 min { 了， 1 ~ 
9 
在 x = 上 处 均 不 可 撒 。- 
注 “容易 证 明 ， 若 了 , 9 在 x = 5 处 可 微 。 fCo) Fg(0), 
则 max{ 上 ，9} 和 min{f，9} 在 x = a 处 也 可 法 。 上 述 运 例 说 
明了 在 这 个 陈述 中 ， 条 忻 上 (aa) 关 9(6a) 是 不 能 去 掉 的 。 
8.[a，6b5] 上 的 函数 六， 它 满足 Rolle 定理 的 三 个 条 性 中 性 
二 站 共性 ， 但 不 存在 E Eta，b)， 合 广 (7)= 1 
Ci} 设 Flx)=1- ix -1x 1， 
则 了 在 著 区 间 [- 1，1] 上 连续 ， 并 且 / -1)= 1)=0， 
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好 了 满足 定理 的 条 种 (7 ) 和 (Ci)》 。 还 有 ,对 (-1，1) 中 

除 x := 0 外 的 斯 有 x*， fx) 存在 且 有 限 : 
i, -1 人， 

1, 人 01l。 


然而 ,在 《- 1，1 ) 中 就 没有 能 使 产 (5 = 0。 

1 (C2) 设 (x)=x-[x], 0Sxs1， 1 
其 中 [x] 代 家 狂 导 函数 。 易 见 ， 7 在 (0，1) 内 可 微 ， 且 
C0)= Fl)=0， 即 了 满足 定理 的 条 件 〈i) 和 (CD ， 然 
而 ， 由 于 f(x)= 1，0<x<I， 因 此 ,不 存在 5E (0， 
1 》， 使 得 1 (EE)= 0. 

《3) 设 ftx)=x, 0RYXcS1L， 
则 在 【0，i] 上 连续 且 可 微 ， 从 而 /满足 定理 的 条 忻 (3 》 
和 tii) ,但 由 于 f(x》 二 1 ， 因 而 不 存在 CE (0，1).， 
使 短 矿 条 名 ) 二 站、 

注 上 述 例 子 说 明 ， Rolle 定理 的 三 个 条 件 ， 无 论 哪 二 个 都 
不 足以 梨 证 导 蕊 数 在 《ee，)》 内 某 点 取 值 为 零 。 换 名 话说 ， 三 
个 假设 中 任何 一 个 都 不 能 去 掉 ， 

又 ，Rolie 定理 的 条 件 只 是 充分 条 件 ， 而 不 是 必要 条 人 御 ， 即 
妃 某 Rol 佑 宣 理 的 条 件 得 到 满足 ， 那 么 实数 上 .一定 容 在 ， 如 果 定 
理 的 条 件 不 满足 ， 那 么 上 可 能 不 在 在 〈 估 看 上 述 反 如 ) ， 也 可 能 
存在 。 例 如 ， 谈 


Xx!, 一 2 人 C1， 


pe 


fo 


则 /在 x = 不 连续 ， 从 而 /在 [- 2，2 ] 上 上 不 满足 Rolle 定 
理 的 条 性 。 但 却 存在 & = 0 E€ 一 2 ， 2 9 二 得 f(t)= 人 0， 
其 实 对 于 区 间 (1，2 》 中 的 任何 一 点 t 均 有 f'(£)= 0. 
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9. 疯 数 站 ， 它 在 Ca，.b ] 上 有 连续 的 导 函 数 f， 但 对 [a， 
b ] 内 茶点 & ， 不 奏 在 xy，*%*3， .使 得 


(xi 一 下 Ka) rE), XE LA, 


x) 
设 1 (xX) 二 区 TlSxe1, 


则 导语 数 fx) = 3x? 在 区 间 [- 1，13 上 过 续 ,、 .到 = 0， 
则 J/ (Ey= Gy. 但 量 不 存在 点 x 及 x。 (X11) 使 得 


机 fx) xi) -FPC9)= 0， 


1 XXL 


因为 否则 将 会 有 
RES = 0， 


然而 这 是 不 可 能 的 ， | 
注 着 7 在 Ca， 8 j 上 连续 ， 且 在 《42， 6) 失 可 微 ， . 则 至 


EVD- re 
bp- 


hi 
" 一 a Pe 
dl 

上 上 全， - ™ 


上 流 反 例 类 史 ; 给 定 讲 莱 点 bE E a, b), 表 闪 存在 sm At 


Eayr :使 
ft) = fx) fx) ” or 
Xi! 


又 ， 若 了 在 区 间 (a，.5b》 内 二 次 可 微 , : 且 f*(&) 关 0， 其 
中 oe << b， 央 存 在 x1:，x:E (aa，5) ， 使 得 


了 (xi 一 fF {x1) = tt), ， i 


1 EX 


+ 


上 述 二 例 还 说 明了 在 这 个 陈述 中 普 (E ) 冯 和 的 条 件 是 不 能 去 
掉 的 . | 

10. 中 值 定理 失效 的 可 微 复 值 函数 ， 

在 实 轴 上 定义 


f (lx)=em=cosx tisinxwy -co x+ 
比 函 数 是 处 处 连续 和 可 微 的 ， 但 是 不 存在 区 间 Ka，p]a<b 
使 得 在 a 与 6 之 间 能 有 某 个 ， 满 足 等 式 
f(b}- fto)=f’ (E(tb -a), 
即 Ceosbh + isinb ~ (tosat ?singy 
= CC~sint + Feosty(h -oa), 
事实 上 ， 假 定 上 述 等 式 成 立 ， 则 等 式 两 边 的 模 (绝对 值 ) 的 平方 
亦 应 相等 ， 即 
(cosp co a (sinb -0)*=tbh - 9)’, 
平 是 ， 利 用 基本 恒等式 将 得 出 
zp— a 一 b-a,:’ 
jin b= (二 二 


但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 没有 -个 正 数 六 能 够 使 sin = 有。 

注 ” 上 述 反例 说 明 ， 对 于 复 值 钞 数 而 育 ， 中 值 定理 不 再 有 
效 。 ， | 

11 ,不 能 用 L2 Hospital 法 则 求 极限 的 不 定式 ， 

设 F(x)= x -sinx, 9(x)= x +sin%,- 


XIN 


则 有 lim 六 = lim - 


wo WY weoo YX+SIhx 


但 是 lim 二 4x) -= lim. ll CosY. 


br oy Cx) wreo 1 Cor 
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不 存在 图 而 不 能 用 L? Hospital 续 则 求 fim - ) 5 《2 的 值 ， 


12。 工 ? Hospital 潜 出 失 交 的 复 信函 二 不 定 直 
说 (x)= x (x)= + 2 oi/x es 0<x<1, 
由 于 对 一 切实 数 :1 ， 都 有 je#| = 1 ， 因 而 不 难 君 出 


Jim 7 CX), 1, 1 y 
x TY ( 


2 jei/* 0<xel, 
时 


oO (x)= 1 +t2x— 


所 以 
1g' (x >|2x- 过 1- i> 


于 是 得 到 
lim -工人 4 -0, (2) 
| {x) 
由 1)， (2) 可 知 LL Heospital 半 由 失 效 ， 
注 上 述 反 全 表明 ， 对 复 值 函数 不 定式 的 定 值 问题 ，]- 
Hospital 法 则 类 效 ， 
13 ,一 个 在 某 点 有 极 值 的 无 穷 可 微 酚 数 ， 它 的 各 阶 导数 在读 
点 的 什 全 都 是 零 。 : 
Scheeffer 给 出 了 一 一 个 具有 这 种 性 质 的 函数 (参看 [71]，PP， 


542)7。 设 


__ E 
[a Ux 站 0 ， 


/ep=1 
:i 
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则 当 x 二 0 时 ，f (Cx) 了 (0)= ee -1/*x >0， 因 此 函数 /在 
点 x = 0 让 取得 极 小 什 f (9)= 0、 


另 一 方面 ， 
。e-1 
fr (0) alim < -im 0 (其中 y= 上 ， 
人 
当 * 关 9 时， 
， = 1/x: 
_2e 
f(x)= 3 
fr (x) = — e 1 +t.4. el 
x 
所 以 
一 站 FT: 
POO lim fe 2: e 0 
革 J x 


如 上 已 得 1 00) = 00)=1700)=0, 
故 不 护 设 Fm0)=0, 站 之 2 
风 
fat 0 ) =1im FN- m0) ~ lim fx ) 
La 并 所 -站 芭 
显 热 ， 当 天 昌 时， 下 tX ) 为 形 如 
Ce- lx 
和 
的 函数 之 和 ， 其 中 为 常数 ，& 为 正 整 数 。 而 对 性 意 的 正 叉 数 
记 ， 有 有 


123 


因此 ， Jim A(X)_ 0, 

| # 
地 00)= 人 0。 于 是 由 归纳 法 得 ff60)=0 《#4=1， 
之 as 站 机 

14 ,一 个 连续 函数 上， 它 在 x = 0 的 每 个 邻 域 内 有 无 穷 多 个 
局 部 极 值 ， 

lIx| (2 +cos(l/x)), 天 四， 

设 f(x)= 
车 之 站， 贡 

Hw) = 2 eostl/x)} + sin(l/r) fx, 
当 zx* 与 0 充分 接近 时 ，F 疡 (x ) 变 号 无 数 次 ， 于 是 由 函数 的 连续 性 
即 知 ， 在 x = 0 的 附近 ， f(x ) 有 无 穷 多 个 局 部 极 值 ， 

15, 聊 数 了 ， 使 lim CF OX FR) + FX -hf (x 在 


在 而 产 (x ) 不 存在 ， 
在 说 区 间 【- 1，12] 上 定义 函数 


%2StTI1Ax)7，YX 关 0， 


0， X= 人 0, 


tee! 


经 直接 计算 可 得 


lim 0+ + 70-h) -2f00) 
hi-”0 hs 


» 并 0 


hr hs ” 


但 是 ， 由 于 导 函 玖 ， 
2xsin(l/x}— costl/x), XAFA0, 
A " 


各 ，， X=0D， 


在 % = 0 处 间 斯 ， 丁 而 (0 ) 不 存在 ， 
入 容易 还 明 ， 甘 1"(x) 存 在 ， 则 


ry ' 到 - 


jm Fx+th)tf (xr A)-2f(%) 
四 h? 
也 看 在 且 等 于 +(x}，、 上 述 反 向 说 明了 这 个 命题 的 道 命题 并 不 成 
立 。 : 
16.。[0，1J] 上 的 一 个 可 微 函 数 ， 其 导 活 数 在 无 理 点 连续 
而 在 有 理 点 间断 。 
在 闭 区 间 【0，1] 上 定义 函数 
xistn(l/x),， x 去 0， 
sn 
心 ， = 
_ xsin(l/fx) -cos(l/x}, *A0, 
则 vi] 
0 | “= 必 。 
所 以 g'(* ) 在 * 关 个 处 连续 而 在 x = 0 处 间断 
设 {rw} 为 [0, 1 中 的 全 体 有 理 数 ， 全 


人 

-fxX)= oi9 Xr), 
ol 

品 热 ， 级 数 马 入 《x -中 在 [0，1] 上 一 歌 路 使, 因而 
， 上 a ， . ， 


f(x)= ,I re 0sw 二 1。 
#2 1 
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于 是 ， 太 在 0，1] 中 的 性 一 无 埋 点 连续 而 在 任 一 有 理 点 间 
斯 。 

17 ,导数 几 平 处 处 为 零 的 单调 的 连续 范 数 . 

设 忆 是 Cantior 集 。 我 们 把 己 的 邻接 区 间 分 组 排列 如 下 ， 第 一 
组 是 一 个 区 间 《1/3，2/3)， 第 二 组 是 两 个 区 间 {1/9，2/9)， 
《7/9，8/9) ， 第 三 组 是 四 个 区 间 (1/27，2/27), (7/27, 8/27)， 
(19/27，20/27》 ，《25/27，26/27) ， 依 此 类 推 ， 在 第 "组 中 
有 2""! 个 长 度 为 1/3* 的 区 间 ， 

今 作画 数 9 如 下 : 


1/2, X Et{1l/3, 2/3) ， 
il/4, * El/9, 2/9) ， 
3/4, x E79 8/9)， 


在 第 三 组 的 四 个 区 间 中 ， 9 恢 次 取 值 1/8，3/78，578，7/78， 一般 
地 ， 在 第 # 组 的 2" -1! 个 区 间 中 ，3 依次 取 值 1/2%， 3/2*，…， 
(2n-1) 72。 这 样 ，9 在 开 集 [0，11 NC=G 上 有 定义 ， 它 
在 G 的 每 个 构成 区 交 上 为 常数 ， 且 限制 在 G 上 为 一 递增 函数 . 将 
9 扩充 定义 到 整 人 区 间 [0，12) 上 : 


9 x)= sup gt) 9(0)=0, (1)=1, 
:EE 人 

这 样 ，9 是 整个 区 间 [6 ，13 土 的 一 个 递增 丙 数 ， 

不 难 证 明 ，9 是 一 个 连续 丙 数 。 事 实 七 ， 因 为 8 在 上 所 取 
的 函数 信 在 C0，13 中 秽 密 ， 所 以 如果 59 在 某 点 < 不 连续 ， 
那 系 开 区 疝 ,9 xo 一 0) ，9(x0)) 或 (9(Yo 9 (x0+0)) 
中 的 一切 数 就 将 不 是 9 的 函数 值 ， 这 与 9 的 函数 值 在 [0，17 
中 特 密 的 事实 相 违 背 。 因 此 ， 9 是 一 个 递增 的 连续 隆 数 ， 并 且 
9g' 儿 平 处 处 等 于 0 《在 中 的 华 一 点 xx， 当然 有 9 (x) = 们 ， 
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g(x 二 = 


上 面 定 兴 的 函数 9 称 交 Cantor 函 数 

18 ,导数 几乎 处 处 为 零 的 严格 单调 的 连续 函数 。 

设 9 是 [0，12 上 的 Cantor 函 数 ， 令 090xX)=0Cx<0)， 
gw)y= 1 (XxX>1) 。 于 是 ， 9 是 5-ece，+eo) 上 的 非 减 的 
连 卖 图 数 ， 且 92) = 0 在 (- co，+eceo) 上 几乎 处 处 成 立 。 设 


A=t{a', Gr sw On 上 


是 实数 轴 上 的 任 一 可 数 币 密 子 集 ， 并 令 


fix)= ong[ontx ~ on)], 


=1 
兹 证 ， 了 在 〔- co，+ ee) 上 连续 、 产 格 递 增 且 导数 几乎 处 处 为 
零 。 
事实 上 ， 定 义 函 数 了 的 级 数 在 〈《- ce， +ece) 上 是 一 致 收 伍 
的 ， 因 此 ， 在 【- oo，+eceo) 上 连续 ， 若 x, 之 x1， 取 on 使 x， 
1 刚 
gionixy 一 oan) > 0 = J [2 (Xa 一 Gy 


县 将 俐 夫 这 时 ， 有 

EM Om) 22 FLITEXG — Cm) , 
因此 ， 关 (zxsy。 即 了 在 (- ceo，+eo) 上 是 严格 递增 
的 ， 景 后 ， 扩 Fubini 定 理 ， 在 〈- 一 ，+ co) 上 几乎 处 处 有 


f(xX)= D9 Fortx arn]= 0。 
好 一 1] 


这 个 例子 是 由 Geraldceo 作 出 的 。 

19;, 函数 和 9 具有 相同 的 导数 ， 而 和 8 并 不 相差 一 个 常 

数 ， : 
我 们 知道 ， 如 果 和 9 具有 相间 的 有 穷 导数 ， 那 么 1 和 9 相 
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你 一 个 常数 。 在 这 个 命题 里 ， 导 示 数 布 穷 这 一 条 性 是 非常 重 杷 
的 ,如果 去掉 有 按 这 一 条 件 , 上述 命题 不 再 成 站 。Rey Pastorts8] 
有 全 如 下 ， 

、 慌 9 是 Cantor 通 数 ， 于 单位 闭 区 间 [0; 13 上 定义 霄 数 
站. 司 在 Cantetr 集 马上 它 的 值 等 于 零 ; 而 在 构造 Cantor 集 CC 诸 移 
走 的 各 个 开 区 间 Cao，65) 上 ，A (x) 的 同形 由 两 个 直径 者 在 
* 轴 上 的 金 等 的 半圆 组 成 ， 对 应 左 半 (a ， 上 》 的 半 贺 位 于 x* 轴 
之 上 上 ， 而 对 应 右 半 a， ) 的 半圆 位 于 x 轴 之 下 ， 


(Ce -2) ] GX a, 
y= 


-SD -rb, 


于 是 上 在 区 闻 C09，4】 上 处 处 连续 ， 最 后 ， 设 
f(x)=2g9(x) + hr), 
q(x)= 0% + p(tx), 


于 和 必 在 0 所 所] 上 (x)= 9 (x)， 对 于 Cantof 和 此 女 的 每 分 
xX 来 说 ， f(x)=g (x%)= oo 若 x 是 构造 必 时 所 移 走 的 一 
个 区 间 的 中 点 ， 则 有 f(x)=q (x) = -co 在 其 它 的 点 x & 
C0，1ING,， (x)=9' (x) = 加 (x)。 吻 一 方面 , f(x)~ 4 
(x)=- 9(x)， 而 9 (x》 不 是 常 值 函 数 ， 

20 .一 个 严格 递增 的 连续 图 数 ， 它 不 处 人 处 可 微 

下 面 的 例子 是 由 Pringsheim 作 出 的 (参看 [66]) 。 

， . 1 ， ， 由 
i jt {1l+ Sin (ln xj x 0, ri 


0 ， Y=0， 
易 见 ， 于 在 {一 81 +o0) 上 上 媳 续 。 国 为 当 X* 六 0 时， 


34 了 


fr(x}= 1 + sintln x 2) teen (Cn x *} 0, 


所 以 了 在 (- ee，0) 和 (0，+co) 上 都 是 严格 递增 的 。 又 当 
x 之 0 时 ， fix})»>0, 泗 当 之 0 计 ， (x) 0, 可 见 上 在 
站 - oo，+ op) 上 电 是 天 格 递 增 的 。 但 由 于 

lim ff 0) jm{1 rl sin (ln wa 

中 -站 学 各 -> 站 3 
不 存在 ， 因而 / 在 x = 0 处 不 可 微 ， 

注 有 如 下 的 Lebesgue 定理 ， 区 间 (4，5 》 上 的 单调 函数 
是 几乎 处 钼 可 微 的 ， 有 人 或 许 会 猜测 ， 严 格 单调 函数 的 术 可 柚 的 
点 都 是 一 些 间断 点 。 上 述 反例 说 明了 这 种 猜测 是 不 正确 的 。 
”21., 一 个 单调 库 数 ， 其 导 函 数 并 不 单调 . 


说 fix)=2x+snx%, 0 
则 Ftx)= 2 +cox>0, 
所 以 函数 了 在 区 辣 T0，27x) 上 是 递增 的 ， 又 因 f*(%x) = ~sinx 
在 [0 ，2 二 的 符 续 万 定 ， 才 f 在 C0，2z 上 不 是 单调 的 ， 


22。( 一 oo，+ co》 上 的 一 个 严格 单调 的 有 界 可 微 卫 数 ， 使 
iim f° (x) 0, 


EF | 
对 非 负 整数 #， 令 
fitn)=1-2™, 
然后 按 下 列 方式 把 无 的 定义 域 扩张 到 全 体 非 负 实 数 上 ， 对 每 一 非 


负 整 数 0 ， 在 区 间 [m ，m + 1] 上 ， 函 数 了 与 内 相 一 狼 。 这 里 ， 
fs 是 Cn ，8 + 工 ] 上 的 尾 一 单调 可 橄 函 数 ， 适 合 


六 9》 一 了 (8 CGI)= 了 (TD 
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了 《8 二 TIT) 
加 申 


fo (n+l) 
2 2 


fa n= fut 十 了 =， /n(n + = 4, 


例如 ， 在 每 个 区 间 [Cn，n + 1] 上 ， 可 以 适当 选择 两 个 椭圆 的 
段 作为 通 数 疡 的 图 象 ， 可 司 访 满 中 上 述 提 到 的 全 部 条 件 ， 

其 次 ， 寺 上 广 (-x)= -了 (xz)，， 则 了 是 定义 在 (- co + oo) 
上 的 有 界 可 微 茵 数 。 显 然 ， 了 在 【- co，+coe) 上 严格 单调 ， 
且 lim 疡 (x) 关 9。 其实， 这 个 极限 根本 不 存在 ， 因 为 P 在 每 


基业 主 心 3 
个 闭 单 位 区 疝 上 。， 恒 能 达到 0 和 1， 


上 而 的 构造 法 属于 Meorant565. 
注 如 果 上 是 (- ceo，+feo) 上 的 单调 有 界 的 可 徽 画 数 ， 那 


人 么 ， 从 了 的 图 形 上 知 似 乎 度 该 有 
lim ff/ (x)=0. 


守卫 土 


上 述 反 例 说 明了 这 种 仅 浣 直 党 的 判断 是 不 正确 的 ， 
23.。 一 个 在 某 点 博 局 部 极 值 的 可 微 画 数 ， 它 在 该 点 的 左右 两 


例 都 不 是 单调 的 。 
9 一 全 (2 十 sin 1) ， 革 天 人 0， 
设 ro- ™ 


2， X=, 


则 当 x 关 0 时 ， 
fx)—f(0)= x:(? + sin™) 过 让， 


因此 ，f 在 x = 0 处 取得 极 大 值 / (0)= 2。 
当 % 玫 洋装 ， 
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f' {tx})= -2x(2 + sip) reosl, 
-和 于 


易 见 ， 上 式 右 端的 第 一 项 当 x 赵 于 零 时 它 趋 于 等 ， 而 cos 革 振 蓝 


于 -1 与 + 1 之 闻 ， 因 此 ，f" 在 x = 0 的 附近 变 呈 无 数 次 ， 从 而 
了 不 x = 0 的 左右 两 铜 都 不 可 能 是 单调 的 。 

24 .一 个 可 微 函 数 了， 使 六 (so 盖 0， 但 了 在 点 xu 的 任何 邻 
域内 各 不 是 单调 的 。 
| x sin TT, 人 到 人 0， 

设 # co 2 * 

0 

它 在 x = 和 处 的 导数 为 


| 芭 2 


» X= 人 0. 


但 是 ， 在任 一 包含 点 x = 0 的 开 区 间 上 都 不 是 音调 和 的， 实际 
上 ， 当 * 尖 9 鲜 ， 


f'ix) -i- Cos + 2x sin 了 
区 和 


x Ch 1， 2， =) ,了 时， 
f’ (x = 二 (1)%, 


愉 这 个 式 子 可 以 外 出， 在 包含 零点 的 长 何 开 区 闻 肉 ， 导 数 可 以 取 
不 同 符 呈 的 值 ， 困 此， 在 这 个 开 区 间 内 不 是 单调 的 ， 
25。- 一 个 可 往 函 数 上 ， 当 * 为 有 理 数 时 ， f(x 〉 是 有 理 数 ， 
而 ff 《x) 是 无 理 数 . 
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=- 9 (nl x) 
， 设 (x) 一 CO 一 【17 


其 中 9 (7) = (FL-y2) 是 定义 在 L -172，172] 上 并 以 1 为 
届 期 而 扩张 到 整个 后 :上 的 周期 函数 ， 内 于 9 (0)=0， 和 而 9 是 
以 1 为 局 期 附 梧 狐 , 了 过 务 数 9 在 所 有 整数 点 处 的 条 为 0 ， 且 有 导 
数 汶 1 ， 此 外 ， 对 任何 有 尖 数 *， 级 数 《 1》 亚 多 有 有 展 个 非 


的 有 肆 顺 ; 俯 前 :ff Cx) 是 有 理 激 ， 
显然 ， 级 数 《1T1) 的 导 范 数 级 数 -~ 至 日 绝对 收 化 ， 从 而 政和 


于 7/ 的 导 函 数 。 对 任何 有 理 数 x， 级 数 〈1) 的 导数 值 等 于 e 的 
级 激 

宇 友 
顶 多 除法 有 限 个 有 理 项 ， 因 此 ， 对 有 有理数 x， 的 导数 是 8 加 上 


茶 个 有 有 理 数 ， 而 e 是 无 理 数 ， 故 六 《xx ) 是 无 理 数 ， 


”这 个 俩 学 患 由 开 nightct9 作 出 的 ， 
26 .在 已 纯 点 6 ，ayr，…，anr 不 可 微 的 连续 国 煞 。 


函数 J (x) = 光 1x -ai 具有 所 需 的 性 质 ， 
27 ,在 无 理 点 可 微 而 在 有 理 点 不 可 微 的 连续 画 效 。 
设 rs C= TI，2，，25 为 0，tL] 中 的 金 伴 有理 激 ， 令 
1 (m= DB i, 
周 对 每 一 请 ， 函 对 fi(x)=| x 一 rl/ 在 C0，17 上 连续 ， 
nce) <1/3, 办 此 ， 级 数 3 f(x) 在 C0，、1J 上 -到 
收 敏 ， 从 而 其 和 函数 /在 [0， 1 上 也 连续 ， 
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”更 证 了 在 任 一 无 理 点 xuoEf0，1” 可 微 ， 而 在 任 一 有 理 
点 rkgELO，1] 不 可 徽 .、 
事实 上 ， 洲 ke Er[0 ，1] 是 无 理 点 ， 则 xe-rk 关 0 (天 = 
1，23，w) 。 由 于 洲 数 1x| 在 x 二 0 姓 可 微 ， 因 而 当 xv 为 无 
理 点 时 ， 


fax0) = lim rt tr), 
所 


存在 ， 且 由 下 式 
eat ft | -去 | Xo tw ry|— | xo — rx 
Xx 3 | x 
T 1 ' [x rE- Chr | 1 ， 
si 
3 | 3 


得 到 co 二 1735 


my co en 


从 而 级 数 2 了 (x0) 收 各 . 令 


人 


boat)$= frro tr) /exo) 


则 由 于 对 任 一 *， 恒 有 lga(x)1 一 1/35, 所 以 级 数 习 gn(*》 
在 任何 区 间 上 一 致 收 化 。 于 十 
f’ (x0) = lim ,fst 1. lim A 
= 5 im grt%)= > fet)s 
让 = 1 > * B= 1 ~! ! 
这 就 证 明了 /在 x, 处 可 祯 ， 
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荐 yoEL0， 1) 是 有 理 上 氮 ， Ma Tk 则 当 此 > 时 ， 
Fo rE 于 是 仿照 戎 面 的 证 明 可 人 关 ， 半数 
[x 一 


h(x)= > og 
= 由 


k 0 十 | 


在 xs* 处 可 徽 。 而 
Cx) = 于 | —r | + 


“1 


， 1 
+ |x ~ rp -i tm |* 一 于 和 | + h(x) 


= fe) Ffa tet fo -1 Cx) + fp Cx) + hx), 


f(x), 六 fi,-1(x) 在 x， Tg 处 可 微 ， 上 (x) 
在 xs = Tx, 处 也 可 微 ， /ko 《x)》 在 xu = Fk, 处 不 可 微 ， 于 是 推 知 
f 在 Yo Th 处 不 可 徽 ， 
28, 存 在 阔 数 ff， 它 在 无 限 包 个 点 * 处 连 急 且 在 这 些 点 处 有 
f(x) = 1， 而 |1f | 也 仅 在 这 些 点 处 连续 但 均 不 可 微 ， 
下 面 的 构造 法 属于 Andresencze。 
在 开 区 间 (0，1) 上 定义 请 数 上 如 下 ， 
ms ~ 为 有 理 数 ， 
sin x ，% 为 无 理 数 。 


则 天 仅 在 x = 0 处 连续 且 可 微 ， 最 然 , (0) = 1 ， 又 , | 有 | 也 仅 
在 x = 处 连续 ， 但 它 在 该 点 不 可 微 ， 
今 定义 立 数 /， 
2310 


Cx) | 


x -&，x 为 有 理 数 ， 


hh 


fx)=4 . 3 
“SiN (x 28， x 为 无 再 数 ， 


这 里 ， xs El -1 Dh ， ) R= 2 3 "", 于 是 ， 了 在 局 世 


过 续 当 且 羽 当 x = 3/2x， 且 在 这 些 点 处 二 有 f(x〉= 1。 义 ， 
| 几 在 这 些 点 县 仅 在 这 此 点 处 连续 ， 但 与 1x| 在 * = 0 处 不 可 给 
一 样 ，1f | 在 这 些 点 处 均 不 可 微 ， 

29. 处 处 连续 而 无 处 可 微 的 函数 ， 

的 计 红 西数 的 从 了 是 出 Weierstrass 欠 由 的 


f(x)= 5! pn cos Carnx), 
#2=0 


此 处 0 过 6 之 1，a 为 一 正 奇 数 ， 此 级 数 存 任何 区 间 上 都 一 致 收 
人 效 ， 所 以 了 处处 连续 ， 另 一 方面 ， 若 sb>> 1 ， 则 由 还 项 微分 得 到 
的 级 数 发 散 ， 这 个 事实 本 身 并 没有 证 明 / 不 可 微 ， 但 却 提供 了 这 


方面 的 可 能 性 , 我 们 将 要 证 明 ， 著 cb> 1 + 记 ， 则 在 任何 点 * 
处 ， 函 数 f 都 没有 有 穷 的 导数 ， 


首先 ， 我 们 有 


fx+h) of x) > Costarxtx + AH}— cos to nx 
一 -一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 


3 


因为 
| cos{arnt x 于 丰 ) 一 cos(arTY] 
=] cm sintaity 十 Qhy yorn Ih!, 
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所 以 


| Frid hi 


I 
nh 一 一 一 二 工 一 一 一 
Sm 2 Te T ab—1 ab i 


其 次 ， 我 们 给 有 以 特定 的 数值 ， 而 为 Rm 求 一 下 限 ， 为 此 , 记 


mx = Crm + Cm 


la 


此 处 cn 为 一 整数 。 而 一 二 三 Cm<。 命 


中 三 1 一 Sm ， 


a 
[ed 


则 有 0 之 < 一 一 
20 


及 nt) 
因为 a 是 次 数 ， 所 以 
cos{orm{t 十 下 ?二 : a 
,=Cos{on™ n (omt+ 1)}= (~ 1)0™", 
又 因 
cos (arnx) =Cos{ar Ta (omt Em)} 
=cos{(q aom) cos ta TxtCm) 站 


yancos Cor-mntm), ~- ~ 


tl 


所 以 Po= 和 一 号 bn{14 cos (a mntn)}, 
贞 于 上 式 溃 端的 级 数 的 每 一 项 都 是 正 的 ， 故 若 只 取 第 一 项 ， 恒 特 
bm 、 
a 
IRm > a 
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于 是 


， | 
| A Ff {x) [>i Rm-| Sn| 
站 


多 
-i mm 
>(2- 


车 ob>1+ 二 x， 则 括号 内 的 因子 取 正信 ， 放 当 mco， 记 0 


时 ， 不 等 式 的 有 方 趋向 无 穷 ， 所 以 / 在 点 x 处 不 可 微 ， 由 于 x 是 
任 到 的 ， 因 而 f 无 处 可 徽 。， 、 i 

法 “ 折 熏 辉 Cl69 只 用 了 函数 、 连 续 性 与 可 微 性 等 儿 个 必 要 的 
概念 而 梅 造 了 一 个 无 处 可 巩 的 连续 函数 。 

Faberct5 作 出 了 一 个 无 处 存在 单 便 导 数 《 有 穷 或 无 穷 》 的 连 
续 范 数 ， . . 
30. 处 处 连续 而 仅 在 一 总 可 微 的 国 数 . 

设 9 是 《~ oo,、 ++oo) 上 的 无 处 可 微 的 连续 函数 。 令 /上 《> ) 
=xg(x)， 则 了 是 5- ce，+eo) 上 的 连续 了 荡 数 。 由 于 


hi->0 i ho 有 


| 


=lim yg{(h)= 90), 
上 地 


因而 了 在 = 0 浆 可 徽 且 f (0) = 9 (00)。 当 x 藉 0 时 ， 
FO) F(x), 0) -9 x) gy), 
se ， PTX 


而 lim 9 (C3)= 9(x)，9' (x ) 不 存在 ， 故 由 上 面 的 等 式 哥 知 ， 
Yu 
ftx) 不 在 在 ， 因 此 ，f 仅 在 x = 0 处 可 微 ， 
31 ,处 处 可 徽 而 无 处 单调 的 蚊 数 。 
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我 们 要 梅 造 一 个 在 员 : 上 处 处 可 微 的 实 值 国 数 五， 它 在 再 : 的 
任何 非 空子 区 间 上 都 不 单调 ， 并 且 导 函 数 末 ' 有 界 ， 我 们 分 作 七 
步 进行 。 

1. 设 +， 5 是 实数 ， 

C7 车? 祈 5 六 0， 则 Cr 一 30r2 一 3S2<2Ar。 

CD 若 f 之 1， 5 祈 1， 则 (rts~-2) /rts?-2) 
as, es 

证 (i》 是 明显 的 。 (ii) 等 价 于 

Cr -stro1)(s -1)+rit+r + 3, 

而 这 个 式 子 当 r 之 44 ， > 工时 也 是 明显 的 。 

IE. 设 v (x)=(1+1xl) 二 ，x 和 ER， 6，5 是 相 异 实 

数 ,， 刚 


1 | oC dx 4mio{v (a), v (hb)}, 
hp- as 


证 设 6 必 5B 小 当 0 志 4 时， 出 第 I 步 有 


fend = 2(V To-V1+a) 
bp-a (1 +b})-{i+a) 
< min{v ae), vth)}. 
V1+6 
因为 v (~ x)= v(x)， 放 bp 所 0 时 不 必 特 别 考 虑 ， 因 而 设 a << 
0 < 之 8。 此 时 由 第 1 步 得 
1 和 ea -a0 T+) 
b ~ un Cl1l+b)+(1- qa})-2 


dmin{vta), v(b)}. 


下. 车” 如 第 芋 步 ， 包 是 形 如 
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WX)= 3 CU Lh 一 以 站 
了 =1 
的 任 一 函数 ， 其 中 c Cz hE Cn 与 人 1 大 2 二 A 是 正 实数 ， 
Oils Gas "ey as 是 尾 意 实数 ， 呈 


! wr) dre 4 min{ wo), (bj 
六 一 Ga 
证 这 可 下 第 工 步 及 
.1 » 
- -| vLA(x — 0) dx 
1 .hry 
一 roo nea td 
MC- 
直接 得 到 . 


神 。 设 {ww} 是 如 第 下 步 的 通 数 的 任 一 序列 ， 对 x ER'! 及 氢 
个 1H 定义 


Wax) = | nt i dt, 
设 对 某 个 a。ER'， wa 0) = $ 之 十 co， 则 级 数 
， 上 料 二 


Flx)= 全 了 wx) 
Hl 


在 民 ! 的 徊 个 有 界 子 集 上 一 致 收 合 ， 函 数 扯 在 0 处 可 微 ， 了 (4) 
= 5 。 特 别 地 ， 阁 对 所 有 + ER ， 


Ms 


wn(f)= f(t) + oo 


n=1 


2153 


则 匹 在 民 : 上 处 处 可 撤 ， 并 = f， 

证 设 5E 员 :满足 5 之 19|。 利用 第 下 步 ， 当 一 声 扎 改写 
6 时 

IPsec 看 


olw (to)+ 4 x- olwa(to) 
120 wn(to), 


于 是 ， 由 Weierstrass 判 别 法 可 得 2 Va x) 在 [一 记 ，6] 上 一 


至 收敛， 
为 证 明 F/ (a)= ss， 设 6 之 0 已 知 。 到, 使 


10 p> ne。 
由 于 每 个 ws 在 a 过继 ， 故 存在 某 个 3 沁 >0， 使 0 过 |#| 之 8， 
1 所 1# Ho 时 
此 


2no 


工人 cot》 dt- wala) < 
hu 
因此 ， 再 次 利用 第 下 步 ， 当 0 之 | 有 | 之 $8 时 
EG -Fo) ,| -| 
fy 1 


下 
< SI i ent tdit— w(ta) | 


一 点 


© Ll dt (a) 
§ oa 
甘 三 | 


央 =- 


和 
”1 


Cf wm drt wm ta) 
1 里 


上 上 + v1 TRY 0O)+e 
< > tre, 


下 。 没 关 ， "ig 1n 是 不 相 深 的 开 区 间 ， 中 蚌 了 的 中 点 ， 和 
yl J 是正 实数 ， 则 存在 如 第 下 步 的 函数 岂 ， 杆 对 每 个 j 
Ci won ys 
TD) 荐 xX El 则 Nw(x)<y+ey 
G2) 荐 和 DwUTr 则 w (x) < ee, 
证 :到 cy= yy te/2, 定义 vy(x) 为 vy(x) =cjo[Chy(X ~ 97， 
其 中 必 选 得 如 此 之 大 ， 使 * 了 时 vy(X) < 之 2/2n 《只 需要 对 ; 的 
一 全 端点 检查 这 个 不 吏 式 ) 。 取 
w= 
因为 14，…， 隶 不 相交 ， 并 且 vy 在 0 取得 它 的 最 大 入 07, . 故 竹 质 
CiY (的 ， Wii) 是 虽然 的 ， 
页 。 设 {1c，{ 计 是 玉 ! 的 不 相交 再 数 子 集 ， 则 存在 中 了 上 的 
处 处 可 租 的 实 值 函数 疡 ， 对 所 有 了 满足 灰 (am = 1 PF (BD < 
1 ， 对 所 有 关 满 足 0 << 《YY) 窒 工 ， 
证 ” 莪 们 先 攀 造 P= /= wn 如 第 六 步 那样 得 到 到， 或 


者 更 严格 地 说 ， 先 构 造 部 分 和 所 - 卫 ws 便 之 满足 


1 


jc >T- 二 (CEsST Sm) ， (4 
fa( 你 1 庆 二 和， (x ERDY ,CB,) 
Tn (BD < “17 了 了 人》 由 (CC) 


如 果 这 样 做 了 了 ， 便 有 
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Fe! 《人 让 二 lim 人 = 1 
二 


0<P xy= limfu(x)1, 
Lh 


同时 ， 取 #7， 则 


- 。 < 1 SY 1 
"(Bn = Fn-1 P;) + 之 we (Bi <1 nn 之 2 和 -2 


<1- 工 + 工 .1 =1- 工 <1， 
HH 2 | 

这 样 ， 我 们 得 到 了 所 娶 求 的 开 ， 

我 们 归 缚 地 构造 入 ，uwn。 上 先 取 开 区 间 了 ， 它 区 ai 为 中 点 ， 
而 B, 纪 7 。 应 用 第 Y 步 ( 取 s =y,=1/4) 得 fj =wis 它 狂 足 
条 件 (C44) ， (B00) (CL), 、 

设 >>1， 并 且 ， 痛 足 (4 ) ， (Bn.1) ，( Ca-1) 的 
fn-1，wn-! 已 经 取得 ， 取 不 相交 的 开 区 间 1，:…，J。， 使 对 jE 
{1 1 的 中 点 ，Ji 人 | {B1，*…，Bs} = 中， 


fu-t (xXIfp- oD th CxEI, 


nnrl) 20。21 


现在 ， 频 用 第 V 步 ( 取 e = 1 fn 0) ] 去 


疙 1 得 到 wn。 (Cn) 显然 是 满足 的 。 又 ，1 所 #8 时 
fn(oD = fn-1(09 +t wntGD fri + yy 
2 11/ 
从 耐烦 足 《4s) ,为 检查 (8s) 是 否 满 足 ， 注 意 ， 车 x E& 了， 则 
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fn = x nr) fn an t+ yt 


和 FUN + ) n+] 


而 x UJ 时， 
一 


< 1- 工 + gE < -上 
ps LE 
如 。 命 题 的 证 明 ， 设 {0y}，{PBy} 是 龙 ! 的 不 相交 有 的 笑 密 子 集 ， 
应 用 第 划 步 得 到 R! 上 的 处 姓 可 微 泗 数 捕 与 口 ， 合 对 所有 i 与 x， 
有 


天 (ai =G' {PD=1, G {uD 1, A (B27 <1, 
OP xs，0<e (x) 1. 


仿 H=F-0, 
则 对 所 有 i ，x， 有 


Hon>0, HR <0, - 1 <H(x)<1, 


因为 1x 放 和 人 让 都 稍 密 于 玉 :， 故 五 不 可 能 在 区 间 上 单调 。 

上 述 构 造 方 法 属于 玉 atznejson 和 Strombetrgca9] 

33, 在 每 个 非 空 区 间 上 都 能 取得 局 部 极 大 值 和 局 部 极 小 值 的 
可 撤 函 数 。， 

设 万 是 反例 $1 中 的 可 微 冰 数 。 花 证 于 在 哺 ! 的 任何 非 空 区 间 
Coa，b》 上 都 能 取得 局 部 极 大 值 和 局 部 极 小 值 ， 鸭 此， 在 (0o， 
5 ) 中 选取 实 烤 a，B, 使 zs<BHAH’ (0)>0, H’'(B)<0., 
于 是 ， 存 在 YECG， Bj， 使 得 NH’'(Y)= 0 (大 者 本 章 问 题 
20) 。 有 显然 ，x<yY<， 过 而 豆 (Y) 是 互 的 局 部 极 大 值 。 同 
理 哥 证， 五 在 (oo， 关 ) 上 有 局 部 极 小 值 。 


之 了 9 


这 个 例子 也 是 震 玉 atznelson 和 5trompbergt49 作 出 的 ， 
33 .满足 H61der 条 件 的 无 处 可 微 表 数 . 
设 s 为 非 负 实数 ， 定 义 在 〈【- ce，+coe) 上 的 函数 了 称 为 满 
足 * 明 Hilder 条 件 ， 是 指 存在 常数 Ls， 使 对 一 切实 数 xX 和 +， 
有 
[zt fx) Mitl. 


我 们 用 oi (Y ) 宕 x 与 其 最 邻近 整数 间 的 距离 ;op fx) = 27* 
oo Ge) ， 并 令 


站 ja 虽 oe, 站 


这 个 函数 牧 为 Yan der Wiaerder 艾 数 ， 它 是 一 个 无 处 可 微 的 连续 
函数 〈 参 看 [9]) . | 

比 证 对 0 二 之 1 f 满 是 : 阶 H5lder 条 和 件 ， 

先 考 碟 0 一 1f1< 1， 此 时 存在 整数 于 使 


2 | 所 2 .X11 
容易 验证 ， 对 所 有 实数 x 和 + ， 有 

和 站 2) 
和 4awf 宙 ， | 

3 ] eekx + 1) on nt | nnn i 

此 外 ， 由 于 + 

0 So xd, C4) 
歼 有 lop 人 x + GRC ) 2 和 5) 
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由 (1)》，(5)》 因 对 任何 11) 志 1， 有 


[me 二] 
之 [aytx + 8) atx) 2 Dot Ilr|", 
= 村 ” 


{6) 
《3) 与 (6)》 相 加 , 得 
Dox tt) on) (2 tho ti (C7) 
显然 ， 闻 在 常数 村 ,， 使 对 每 一 整数 # 之 98 有 
2 + 2 m1 De NM 《8 ) 
由 《7) ，《《8》 推 知 ， 当 0 之 |t| 志 1 时 
[fix+tt)- fx | 
现 考 虞 | ?| 守 1, 由 (4) 得 0 所 /A(x) 寺 1。 因 此 ， 对 酝 
条 1+1 沁 1， 不 等 式 
If xt fix 1l 人 et’ 


对 任何 实数 :>， + 成 立 ， 套 满足 阶 蕊 6lqer 条 人 忻 。 

这 个 便 子 是 由 >hidiart7 和 作出 的 ， 

34. 存 在 [ao ，5 上 的 连续 函数 了， 对 每 一 >>0， 令 中 
(zs ) 是 使 |x' 一 x* | 志 推 出 |f (x' 一 了 (x 个 二 5 的 最大 数 
1， 和 耐 mh 《8 ) 在 某 点 eeoE 《0，+co) 连续 而 不 可 微 . 

下 面 的 销 子 是 由 Marcus567 作出 的 ， 

泛 虚 具有 下 列 形 式 的 任 一 遂 数 ; 


ptmtx—-0), dex 人 tee, 
fx)= 
q+-n(x-c),， Ps 


这 里 ，0 之 之 nn ，9=pPtm(tce-4),， 显然 ， 了 在 【Ge， 
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b ] 上 连续 ， 

车 E 所 #8 (5-2)， 则 有 ie)=syn， 因 此 中 (ee)= 
ljn, 

着 5 守 n b=-0， 则 YP (Ey)= EAI 一 人 (PDCA 
因此 m' (EE)= 1 /nm. 

显然 ，P (8 ) 处 处 连续 而 在 te = n (45 一 5 ) 处 不 可 微 。 
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pb 


第 四 章 积 分 
基本 概念 和 主要 结果 


1 

没 了 是 定义 在 [e ，5 J 上 的 函数 ， 对 于 [ a ，8 ] 上 任意 到 定 

的 分 划 Ai = XXX1S Ng = 8 和 任 泡 事 定 ECX Xe, 
作 和 煞 


| 
5= 之 f (En Axe 
= ' 
其 中 Axs= x 一 xe_1。 设 和 CAY 为 Ave( 1 2 ,ny 


中 的 最 大 数 ， 即 
ACA)= max Axs, 
li 


若 当 )》 《A》>0 时 ， 和 数 的 极限 存在 ， 且 此 极限 值 不 依 娄 于 
5 的 选择 ， 也 下 依赖 于 对 [e ， 3 的 分 划 ， 就 称 此 极限 值 为 了 在 
[ae， 厂 3 上 的 定 积 分 ， 记 作 


| fx}dx, 


因为 在 历史 上 是 Riemann 首先 在 一 般 形式 下 给 出 这 一 定义 ， 
所 以 在 上 述 意 六 干 的 定 积分 也 叫 向 Risemann 积 分 ， 简 称 (R》 积 


分 或 积分 z 
如 果 了 在 [a ，53 上 的 定 积分 在 在 、 我 们 就 说 /在 Ca，6 


LRiemam 可 积 ， 菏 称 (R ) 可 积 或 可 积 。 
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可 以 证 明 ，[ a > 8 上 的 连续 函数 及 单调 有 界 函 数 在 【9， 
b 3 上 都 可 积 。 

应 当 注意 ， 单 调 函 数 可 以 有 间断 点 ， 但 它 的 间断 点 的 数 肝 是 
有 限 个 或 者 可 数 个 〈 参 看 (4 ])》 。 寺 是 产生 了 这 样 的 问题 ， 为 了 
使 育 界 订 数 仍 热 在 Riemann 意义 下 可 积 ， 它 可 以 有 多 少 间断 点 
呢 ? Lebesgue 给 出 了 这 个 邮 题 的 完整 答案 ; 

Lebesgue 定 理 ”在 闭 区 间 [a ，B ] 上 可 积 的 充 要 条 性 是 f 
在 [ae ，5 上 有 有 界 并 且 几 乎 处 处 连续 ， 即 除了 一 个 测度 为 替 的 集 
会 外 ， 在 [5 ， 5 ] 上 上 到 处 连续 。 

设 f 是 [a ，6] 上 的 有 办 函数 ， 对 于 Ca，51 的 任意 分 划 
A 上 二 Xi 用 六 刘 Ht 表示 了 在 子 区 间 
[xt-，x 吕 上 的 下 确 界 与 上 确 界 ， 作 和 数 


| 攻 
SA= DD) HA 和 9A= 2 MiAxs, 
= 1=1 


二 者 分 别称 为 与 分 划 A 相 关 的 Darboux 小 〈 大 ) 和 数 。 
基本 定理 设 / 是 Ca，4&5 J 上 的 有 界 函 数 ， 则 在 Co， 名 
上 本 积 的 充 权 条件 是 对 于 任 给 。 > 0 ， 存 在 分 划 A， 使 与 之 相应 
的 大 小 和 数 之 部 
ASASE。 
定 积分 基本 性 质 ， 
1. 对 任何 常数 “将 有 | ce dx = e (b - o)， 
?省 7 了 和 曾 在 [9， 5] 上 可 积 ， 风 对 任意 常 逆 4， 
af +Bg; yog 尼 在 [4&， 捉 ] 上 可 积 ， 旦 


RM 
3 和 OCAb, 了 在 [Tea， C fc ， b J 上 可 积 ， 则 在 
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Ca, 十 也 可 积 ， 县 
中 rtzoass f ap (x dx, 


反之 ， 著 在 [ ov ] 上 可 积 ， 则 在 [o ，e ] 与 Ce ，&6 J 上 周 


有 时 可 积 ， 并 成 立 上 上面 的 等 式 。 
4. 著 了 在 Ca， -58] 上 可 积 ， 则 1f | 在 Cas 5] 上 世 可 积 ， 且 


上 fCxydx|<| If Cds, 


5. 著 ff，9 前 在 [a，65 DI 上 可 积 ,， 日 f (x) 所 g(x) (a 
sz) 网 ， ! 


[frads <| 9 Cx)dx, 4 


6. 苇 了 在 [ec，6] 寺 连续 ， 划 函数 G (x) = f (+ ) dt 在 
Ce, 581 上 可 向 y+ 旺 1 下 
G' (x)= f(x)., : 
梳 积 分 半 基 本 定 还 《Newton- Leibniz 公 式 ) 设 了 在 [ao， 
61 上 连续 。 营 下 是 /的 一 个 原 函 数 ， 妓 FY = 了， 则 
Pf ordr= F060)- Fee). : 
分 部 积分 法 则 .车 活 数 /和 g 在 闭 区 间 [e，b J 上 有 记 续 导 
数 六 和 g" 9 


pw Cdr fool -? g If Cd. 


变数 替换 公式 车 (4) 在 区 间 La，.] 寺 连续 ， t= 各 


(Cx) 适合 下 述 条 件 ， 
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Ci) 中 Cx) 在 Coa， 上 4 上 1 上 有 壕 续 的 导数 ， 
Ci!) 当 X% 在 Lo， bj 上 变 北 时 ， 汕 数值 Th (x) 不 超出 Co， 
B3， 虹 


| f CPX) Jp’ (x) dx = | fiuydu. 
a pi) 


积分 第 一 中 值 定理 ” 若 函 数 / 和 9 在 Ca，651] 上 可 积 ， 并 且 
9 在 Ca， b J 上 不 变 导 ， 出 


由 b 
| fix) dx= a dC) dx 
3 1 蚂 
其 中 向 所 上 所 村， M= suUn f(x), Pi 二 inf f {tx), 特别 ， 
dh DSSY 
车 ff 在 Loa，5 1] 上 连续 ， 则 有 5& ELo，6J， 使 
ftw) 9 Cy dax= f (6)) 9 C0)dx. 


积分 第 二 中 人 书 定 负 车 9 在 La，452] 上 可 积 ， /在 [Lay 
5 ] 上 单调 ， 则 有 《5 EL9， 上 4&5 2]， 使 


f (Waxydr ef to)| g(x) dx rf tb) |. gtx) dx 


车 9g 在 Ea，56] 上 可 积 ，f 递减 且 非 负 ,， 则 有 & ELa; 的 
使 .|: 


“Piedg mdr fof ocd. 


若 9 在 Ca，b] 上 可 积 ，f 递增 且 非 负 ， 则 有 EL[a ,57 


| fx)O tx) dx= 1 6)|. gtx dx, 
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车 函数 了 广 每 一 有 界 区 疝 -a ，2 上 可 积 ， 则 可 定义 


+ oo 
| fixjdx= jim [ ix)adx, C1) 


而 二 十 oo 


若 函 数 了 于 点 总 的 邻 域内 无 界 且 于 每 -个 区 间 [e ， -e) 
(es > 0》 上 是 可 积 的 ， 则 定义 


bh- 
| fn)dx= lim | frydx, (C2) 


若 极限 《1) ((2)》 存 在 且 有 限 ， 则 对 应 的 积分 称 为 收 训 
的 ， 或 称 f 在 C0，+co) (Lo，6b]》 上 是 广 沁 可 积 的 。 在 相 
反 的 情形 、 则 欧 对 应 的 积分 为 发 散 的 ， 或 称 f 在 移 g，+eoo) 
‘Co, b ]) 上 不 是 广义 可 积 的 。 

湖 |1f| 是 广 闵 可 积 的 ， 则 称 函 数 /的 对 应 积分 C1) (2)) 
为 绝对 履 雪 《或 抗 对 可 积 ) 的 、 收 伍 而 不 绝对 收 伍 的 广 闵 积分 称 
为 条 件 收 兹 的 。 


当 所 论 广 义 积 分 收 侣 时 ， 相 应 的 Newtoa- Leibniz 公式 、 变 
量 替 换 公 式 和 分 部 积分 公式 均 成 立 。 

Cauchy 准 网 | 5 《x)dx 《是 可 取 ce， 下 后 》 收 伍 的 充 要 
条 忻 是 对 桩 意 2 >>0， 存 在 8 (a<8<b》， 使 当 <6 <b” 
< 

I Frydz |< E 
”比较 判 册 法 次 0 < f(x)<g (x)， 则 
g(x)dx 收 伍 蔓 酒 | f(x)dx 收 全 


[fCx9dx 发 地 =>| 9 (x)dx 恬 获 。 
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洛 |F(x 川 安 关 CCx)， 册 
上 FCx)dx 收 化 一 之 | 了 Cx) dx 绝对 收 人 
Dirichlet 关 别 法 ”如果 

《1 ) 9 单调 且 lim g(x) = 0， 


seiLa, by, 


(ii ) | fC) ds 去 | 
灶 j 7/ (x) 太 ( 昌 )dx 坡 煞 ， | > 
Wr i ,1 
bc! 判别 法 ， 和 如果- 
《7D ] (x2dx 曙 得， 
“(ii ) 9 单调 有 界 ， 
网 | x 9Kx3ax 收 全 
无 儿 限 积分 


p414o0r, ” . 四 
| fix)dx 
+ ， 4 
be ， 、 


之 值 是 当 4，4' 独立 地 趋 于 时 ，|”，f (x)dx 的 极限 值 。 有 
时 对 于 某 些 画 笋 并， 这 样 的 极限 并 不 存在 ， 但 是 当 4 = A 并 令 
4 二 + co 时 ，| fx)dx 的 极 腿 存在 称 这 极限 为 在 (~ oo， 
+ so) 上 上 积分 的 Cauchy 主 值 ， 记 为 


V. P. | 1 (dx lim 本 f (x)dx, 
ee 
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同样 ， 对 于 /在 Ca，4&5j 上 光 界 ， 而 c 是 唯一 奇 点 ( 邑 /在 
点 5 的 邻近 无 界 》 的 情形 ， 定 文 


Vr ,Pp, | f(x)dx = lim a ( foodz+{ fx dx] 


在 这 一 章 的 某 些 问 题 和 反例 中 ， 还 加 涉及 无 闪 级 数 的 收 仑 和 
一 致 数 襄 等 基本 概念 。 


回 题 
1. 计 算 积分 | “l(cos( In 工 )71 dx 


有 


解 ,l(cost In) [gx 


| 
-| [Ceosdln x))’| dx 
| 
| 
网 


deostnx) ] | dlnx 
dlnx | 


4 


dx 


1 


dcos(inx) | dns =| ; 
ex | 


deost at 
‘It 


一 = 区 
至 性 开 2 由 


sint | dt =2n| : sintd! = dn, 


2. 求 | lcos xi1V sx qdx， 其 中 五 为 园区 间 [L0，4xr] 中 使 
被 积 式 有 意义 的 一 切 什 所 成 之 集 ， 
解 | leos x| Vaz Ux 
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=[ leos x| Y sinx dz+| jcosw |Y sinx dx 
让 Tt 


天 
— a 证 -一 一 一 一 
=|? eos 1 sin x dx+|s CC— tas x IY sin Xa 


2 
5 
一 一 TPR 当下 一 
+ | 2eosx VS dx + oa (C— cos xIV siax dx 
zn 5 
2 
入 开 
了 212 8 
= 4 2 Cos XY sinx dx 2 2 (Csinxw) 二 
0 6 3 


3. 证 明 | (C2 2 C3)dx=2ln2 ~ 1， 式 中 *] 表 杀 不 


超过 > 的 最 大 整数 。 
证 ” 国 为 
日 ， x Et{ 了 三 )， 
1 站 十 一 
2 一 二 
-| 
tl 
所 以 有 


六 于 -的 )4r< 呈 (一 工 -7 


b | 


= 2 3 (CD 


oo 1 
?> (gi 2 十 2 ns 
:= ln2 一 1, 


2 3 


生 十 
4. 证 明 | f {gacosx+ bsiox}dx 
工 _ 
二 2 f Va:+b: sinx)dx, 


2 
证 当 a = 6 = 0 时 ， 上 式 两 边 都 等 于 2x /(0)， 故 只 考虑 
Yo+bz 关 0 的 情形 。 引 入 辅助 利 & 使 
qacosx +bsinx =Vart+bh sin (x+a), 


事实 土 ， 可 由 下 别 两 式 确定 (0 所 & 327): 


+. EP 
FOS 此 三 » SINU =—-- 一 ， 
TAG 十 六 Var+b? 


于 是 


| 7 (acosx + bsinr)dx = | FA + bisintx + a)) dx 
LI LH 


已 


= 人 Fo Thi sint) dl= 全 :| ， 
这 里 略 去 了 被 积 式 了 (Va?+b? sint ) 出 (以 下 局 ) 。 作 代 换 
H= 1 -21 出 可 得 | = | ,， 故 


呈 


3 a , £7 
| f(gacos x+ bsinx) dx =| :| 
疏 


用 


工 - 2 2 开 
2 一 一 2 
-| fb sin ndt=| +| +| , 
小 TT 3 
2 和 
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2 és 


作 代 换 w = + - 2r， 可 得 | ，= | ，、 作 代 换 w = x - +， 可 得 


2 2 


开 
并 一 一 -一 ee 


[Et 
Ey 


.2 2 


区 


fs (a cos x +bsin x)dx=2 | YY 办 十 bsSiax%)dX， 
0 


工 _ 
2 


1 
5 .计算 | eax, 


1+x 


解 令 arc tex = 二 -ar 鹰 f， 则 


T 1—i 一 2 
w= — = atctet) = ,dx = 一 一 -一 
” (3 1 + + 


一 dt 
# 站 十 世 " lt+i 


| dt -| arc tgt dt 
eo lr 


! arc tgx = 工 | i Ting 
因此 | dx 8 


6. 设 0o1,，51 汶 任意 取 定 的 实数 ， 定 义 
on= | max{bn- x }dx CH= 2 3 *"), C1 
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1 
. en=| min{an_ 1» Xhax(n= 2，3，…)， C2) 
. 


证 明 ，{Qcs} 与 {8w} 都 收 化 ， 并 求 出 它们 的 极限 《 -221，1957， 
P, 435— 436), 


证 由 (1》，(2) 得 


o>| > dx=, bn<| dx = {CH= 3 
站 2 0 2 
(C3) 
代入 {1) ，《(2》 中 ， 便 可 估计 出 : 
二 1 5 
ons<| —dx +| x dx=—— (n=, 3, '), 
。2 去 8 
为 1 (C4) 
| xdx+ | dx = (CH= 9, 3, 
; 寺 2 8 


结合 (3) ，(4) 便 知 


1/2E on /8, 3/8 bn 1/2 C14 二 2s 3 人 (C5) 
代入 C1, 2) 中 ， 可 得 on， 上 的 递 推 公式; 


. + | 

2os =2(| 6 ax+| xdx)= 1 +ln’,, 6) 
0 bn 
Gn 1 

rE =2(| “dx+| dn dx ) = 2cm On (7) 
由 Un ， 


《mr=2， 3， sy 
由 (6》， 《7》 可 得 如 下 关系 式 ; 
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ro (CH= 2， 和 99 


一 已 = 芭 一 【en 十 Tn-1) ( 


9 dn— On-1) (7 = 2,， 3 ,"), 


fn 1 


由 此 得 | 


bn + bn . 2 一 (en 二 Cn-1y1o 
之 2 


Unt2™ Untl % 一 Qn-1) 


(CH=2, 3 
再 由 《5) 可 估计 出 


1 、 
| On+z 一 本 mm+1 [< [lan — an-1| , 嘱 测 二 2， 3， we 


六 复 利 用 这 个 估计 式 ， 可 得 
1 


| asm.2 ~ Gum+1| SS la mil, 2, %), 
lesmrs — Um+s | 所 了 本 lqs — 8&4| CH= 1 ， 2 es, 


外 


人 发 狗 ->c， 便 得 Gom42 一 amii 阅 0， amra 一 02 下 人 ，。 从 而 


可 扒 知 lim ov 存在 。 同 理 的 知 lim 6b 存在。 设 


lim on=G，jim b=b， 
| 及 一 


由 (6》，《?) 得 
1 1 +b?, 


2b = 2 一 CE， 


因此 ，g=2 -V2,， b=V2-1,， 

7 . 设 xo =25，xXn=afc 要 Xs-1 (fH =]1，2，*…), 证 明 ; 
数列 {x。} 收 谣 ， 并 求 出 其 极限 。 

证 设 f(x)=arc 二 x。 当 xXx =9 轩 ，7 (x)= 0 当 % 
>0 轩 ，f (x)=1/(1 +x*:)< 之 1。 因此， 


[rpar<| db 


即 / (Cx) 之 x.。 数 数列 {xn} 单调 北城 又， 对 每 一 *，xn> 
0， 赦 , {xn} 收效 。 令 lim Xxs 三 UU。 在 xn+1 arc tg xn 的 两 端 


取 极 腿 ， 炳 得 4 = are tga, 因此 a = 。 ;六 - 
8. 设 T,=L ‘ sin t+ int 十 sin 一 1)， 证 明 
天 拉 


lim T= 一 Cos 4 . 
No 1 


证 把 [0。 上 分 为 = 等 分 得 


lim i ™ sin =| sinxwudx= LL -to}t, 


又 因 Jim sin ti = 1 ， 
no + 
琐 lim 1 a Et 一 上 一 忆 训 SS 了 


1 2 
9. 设 Ps= {Cl + (lL+ (1 +)} 。 


证 有 骨 1im Pa= die, 


太一 已 品 


证 lim ln Pr=lim JL{n(l + + ln(l ro) 
。 Noo 天 1 


性 到 尼 司 


+ sse 十 ]TYt 二 于) 
nn 


=| 1 1+ xJdx=1n (dj/e), 
0 
He 


10. 设 f， Cn 三 1 ， 2. “) 在 [a， 下 1 上 可 积 ， 并 自 {fn} 
在 Eg9，6b 了 上 一 致 收 化 于 了 。 证 明 ， /在 C4，4 J 上 可 积 。 
证 对 任 欠 8 半 0， 丰 在 no， 当 1 交 No 时 ， 对 一 所 x € Lo， 

5 有 

fantx)— ftx)|<e /2, 

fnix)— ef/2< (x)<fn(x) tee/2. 
尾 取 [a ，8 J 的 分 划 ， 

各 二 Nn = bs 


有 mf /2 Cm EM LMF te /2, 
其 中 mf 与 Me 《ny 分别 代表 fs 在 子 区 间 [xy-1， Xi 上 舶 下 
确 异 与 上 确 界 。 故 


SS 
t= 了 


nT} mm 
安 之 {Matfn) = mst) } Axe 二 ?A 
i=1 ， = , 


E+ 《DB 一 GD 
员 而 了 在 Co， bob 
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11, 设 函数 了 三 在 [9g， 训 上 可 积 ， 并 旦 
人 {xdx>0. 


证 明 丰 在 区 间 Ca，B2ICte，bD, 本 tx)>0，x ELQ， 


BJ. 
证 ( 反 证 法 )， 著 不 然 ， 则 对 于 [oa ，b ] 的 任何 子 区 间 [a， 
8] 都 有 点 Ct， 使 (EE) 志 0， 从 而 对 于 [4，4&] 的 任何 分 划 


了 

和 一 YocXic<Am = b, 
在 每 个 子 区 间 [xi，x%g] 上 都 可 找到 一 所 ke 使 1 (CO<0. 
青 册 了 在 [ae ，5 3 上 的 可 积 性 ， 知 


和 


[fd > f (ED Axi< 0, 

此 与 题 设 秘 盾 。 

12, 误 也 在 [0 。 1 上 连续 且 伍 大 于 零 。 证 明 
可, fx)dz>>| ax)dx. 


证 拒 区 间 上 0 ，1 3 等 分 成 4 个 小 区 间 ， 在 第 个 小 区 间 上 
任 取 一 点 让 《ET 二 0 Hn}, 由 几何 平均 值 不 超过 算术 


平均 伪 分 式 ， 得 到 


站 do f {Ee) YB 1 J GD 


1 1 


两 边 取 自 然 对 数 ， 
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SY f(D 
一 | )>in Le = 一 | nf (£0, 
大 


下 = 1 
两 端 取 极 根 ， 据 定 积分 的 定义 得 到 


特 
: 2 ft) 
lim ln > lim 一 > Inf (Es 
人 


州 -和 2 | 1= 1 
1 1 
in| fx)axz| lInf tx)dx, 
外 四 


13 , 设 函 数 中 (xx ) 在 闭 区 间 [4，B 上 连续 ， 了 《x) 在 
[oe，b1 上 可 积 ， 且 当 o 志 x 所 时 A 所 1 (x) 去 号 ， 证明 隙 数 
pCfA(x)J 在 Co，62 上 可 积 。 

证 性 给 = 0， 指 函数 《x》 在 [A，B3 上 的 一 致 连续 
性 ， 存 在 11 沁 0， 梧 得 在 C4，B83 中 长 度 小 于 1 的 尾 一 闲 区 疗 
上 ， 画 数 中 《x》 的 振幅 都 小 于 6 /2 (5 -aa)。 用 电表 中 人 x ) 
在 [4，5] 上 的 报 幅 。 由 上 《x) 在 [a，8J 上 可 积 性 ， 知 必 有 有 
» > 0 存在 ， 使 对 Ca ， 量 的 性 一 分 划 ， 只 要 max Axi 拓 5， 就 
有 : 


n=1. 
Df Ax ne /20%, 


其 中 心 ; Cf) 骨 } 《xy 在 [xi xD 上 的 振 帆 。 
下 证 对 EG ，5 3 的 尾 一 分 划 ， 只 要 max Axt 8， 就 有 


D1 
> we ‘ 了 让 在 xi EE, 
= 


事实 上 ， 将 请 多 间 [xrs Xer1dl 分 成 两 组 ， 第 一 组 是 满足 @m， 
Cf) 过 可 和 鸠 (其 下 标 以 “i” 记 之 ) ， 第 二 组 是 满足 4 【了 ) 


2 


学 7 的 (下 标 以 “i*” 记 之 ) 。 于 是 


一 


宇 otre (fA 


mo PFAxe to oot POF TAXE 
1 i 


A 十 | A 
< 0y 旋 二 C2 和 Xs 


ne fl 
但 p20 ”对 《Di Ax 
= 之 OrrC fAxi' + rtf Axer 
>) orf Axw > a 
Ef* 4" 
兰 一 1 
于 是 Yo (Cf Are 
i=? 


2{tb—a) 


号 
< hoa) + O° 


由 此 可 知 ，P CACx)] 在 [a ，6 1 二 可 积 。 


1! 
14 .证明 lim 上 E sinmxdx=0. 


For 


证 对 性 给 8 守 0 (<1)， 0 <sin (= 7》 < 1， 故 


里 中 了 开 
Jim sin™(-—— ££)=0. 
村 一 


于 是 存在 re， 当 于 >no 时 ， 有 sim (一 - 5) <。。 因 而 当 4 > 


no 时 ， 


EL nn 


nt 
i 一 恬 
PP 全 中 有 
四 二 | sinnxdx = SI 和 和 人 和 十 sm ed oe 
0 a bp 


一 ”一 电 


< | Si (二 - ey) dx+| 
0 2 


<| edx+ ec (+1) 8 ， 
如 


所 


所 以 tm | sinnxdx= 0, 
nceo 4 


15, 设 了 在 La，B] 上 可 积 。 证 明了 鸣 连 续 有 成 在 Le ，5 中 
是 狂 密 的 ， 即 对 于 任意 区 闻 (a， 有 有) 和 1a， 关 ]， 总 下 在 一 后 
xuE (aa，B) ， 使 了 在 *o 连 续 。 

证 首先 指出 ， 车 在 Ca，8 2 上 可 积 ， 则 对 任 给 。 二 0， 
存在 Ca，&8J 的 和 于 区 间 [Loa' ，58 仆 ， 使 得 振幅 


®ta, bY)= sup fx)- int ft{x)<e, 
. x re’, by sx 人 fr " 


事实 上 ， 如 果 上 述 结论 不 真 ， 则 存在 ze 0， 使 对 于 Ca， 
5 ] 的 任意 分 划 ， 有 
io 六 Sn ZAxi=t0 (bb - 4)~>0,， 


4 


这 与 /在 [a，6&] 上 可 积 发 生 矛 盾 ， 因 此， 结论 为 真 。 
令 [ol，B 1 为 区 间 Ca ，5 四 厂 在 [al + -全 二 人 5，- 


了 二 人 -上 可 向 ， 故 看 在 区 间 [es，b4] CC Cos + 


-ct 5 使 


ves bi) 1/2. 
同样 ， 存在 民间 Los， bs Cas + by ~ Cos， 


b,], 使 
© (ns, by<1/3. 

这 样 继续 干 去 ， 得 一 中 区 间 [aw 5 Cn=1，2，*…) ， 满足 

好 =a Caan bho ='b， 并且 om 一 
cn Cb-— a /2 一 站 【下 全 co , W@W (Cans On) Ll/n Cn 
=1,2,*")， 由 区 疝 套 定理 ， 存在 队 一 & E (os ba) (Ch = 
1， 2 , .下 证 了 在 ¢ 点 连续 。 | 

尾 红 8 >>0 ， 取 正 整 数 no 使 no 之 1/e. 再 取 3>>0 使 (c ~ 
8， 0 + 8) CCen, ，bn, ]。 于 是 ， 当 | * 。 < 时 , 必 有 


J 


ff NN Sotom, bn }<1/n < , 


放 f 在 点 = c 连续 。 
161 放 f 与 9 在 Ca，b J 上 可 积 。 证 明 Cauchy-Schwarz 不 等 


式 : 


{| (x) otx) dx} <{| fx}? dx}{| [9 (Ytds 上 
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证 对 任何 实数 上: ， 有 


[Cf Cx) + (x) dx0, 
入 Bb 
即 和 | CF Cx)Irdx+t2t] f (Cx) 9 Cx)ds 


也 
+| [9 (widx>0., 
这 是 关于 变数 上 的 不 等 式 ， 左 端 是 二 次 三 项 式 ， 于 是 其 判别 式 


{| {xX) IX) dx} -| Cf (xz)3adx [rg J!qx0, 


即 {fx 9 Crdx} 


<{f rf Cx)adx | Ce cds}. 
17. 设 函数 了 在 [6 ，7] 上 连续 ， 且 
[if cyeos0 dg =f fC0)sing do = 0， 


证 明 存 在 5，BE (0，r) ,使得 (5) = 了 CP) =0， 
证 不 防 设 / (xz) 交 0 ， 因 


了 f (0 si dt = 0 有 sin96 守 0 (OLOLA) 3 


帮 在 [0 ， xz] 内 必定 变 号， 由 了 的 连续 性 可 知 ， 到 少 存在 -上 
xc (0 7T) ,使 得 f (a) =10， 

假设 4 是 了 在 《0，7》 内 的 唯一 鹤 点 ， 则 了 在 (0， a) 
与 《a，7T) 内 异 导 ， 于 是 


Tt 
部 Cgjsin(8 - ayd6 关 0 ， 


习 几 之 


另 一 方面 ， 又 有 


jf oysince ~ dd 


= COs oj fi Cn 9d -sino|, fC 0 cosddl = 0 ， 


矛盾。 因此 ， 至 少 存在 两 点 0， BE (0，75)》 使 得 f(a)= 了 
CB) = 0., 

18. 设 了 在 Lo ， 户 ] 上 可 积 。 诈 明 对 任意 上 人 0， 存 在 La， 
b J 上 的 阶梯 函数 了 和 9 ， 使 对 一 切 x ELa， 电 ] 恒 有 


P(NIS (x)S9 (x%),， 


T ual 3 i! 


二 fre cn) poydr<e, 


证 因 上 在 Le， 日 ] 上 可 积 ， 故 对 任 给 = 之 9， 存在 分 划 
了 ， 人 全 | 


本 -in. 
dn- 3 二 > CAfi— DNA 
i=1 


其 中 AAxi= Xie-xi-ly Mi= sup F(x), mc int 


XE 着 
四 mm 
i- 


(x) (f=1; 2,， ns 站 )， 定义 阶梯 函数 请 ， 如下; 
This XX (i =1,2,* 1 1), 
p(X)= 


tins Xn XR Xn. 


站 Mos Nt ENN Cf 一 1， 2 ry 一 1 7), 

(XxX)= 
' By. nt XS Xp。 

显然 ， 户 (X) 二 了 (xs2 (%)， 寺 
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b 条 双语 | 
| Co x) -p(x)dx=B | [9 (人 7) plx) dx 


1 


| 
= (CM) Mx e, 


.j=1 


19, 设 了 在 [a，61 上 可 积 。 证 明 对 任 给 。 > 0， 存 在 两 个 
多 项 式 p 和 9， 使 对 一 切 x [a，6] 恒 有 


pix (XR (x), 
且 [cg Cx)- pz)]dx<e， 
证 由 本 兰 问 题 18 可 知 ， 只 村 证明 此 命题 对 阶梯 函数 成 立 邯 
机， 不 坊 投 
1l, xE€La, By, 
， x ELa， bi、\[e, 月 ]。 


任 给 > 0 ， 取 充分 小 的 正 数 <eyV4 tb5-a+1)， 作 夯 
数 


| fc | 


1+n， 记 守 人 % 坟 ， 
fn(*)= n，4a 电 wa -或 B+1] 志 x 
线性 ，& -1 所 x 所 a 或 P<x<B+1, 
则 有 tx) 一 了 (xx)zz2H，， x ELCo, by 


且 0< | cnco -Fo dx=10 -N00 +N0-B-"n} 
+N CL + tH CB- a)=n (G-a+l)<e/d. 


因 /n 连 续 ， 故 据 Weierstrass 吏 近 定 理 〈 参 畴 第 六 意 问 题 22)， 
存在 多 项 式 9 (x )，、 使 对 一 切 x € [a，6 1 便 有 


并 


[fn(%)— q(x)| 1, 
从 而 (x) 所 fn(%) 一 1 二 9《x)。 于 是 


[ce (x) - Fo]dxs| I (Cx) — fn(tw) | dx 


+ {lftx) f(x) ax 
i (5 -a)+e/=e/2. 
同 理 可 证 存在 多 项 式 上 (x〉 ， 使 对 一 切 x E [ga，, .6 J 人 恒 有 
p (x) (Cx) 


且 [Cf (x) - p(x)Idx<e/2. 从 而 


四 内 b 
[ce cw) por)dxe) coco-Aeoadazr| CF) 
~ p(n) Idx< e. 
20. 设 在 Ca，68 J 上 可 积 。 证 明 等 式 
[fr x)dx=0, 
当 且 仅 当 对 属于 fa ，&5 J] 内 了 连续 的 一 材 点 * 有 (x) = 0 时 方 
成 立 。 


证 必要 性 ; 设 了 在 点 xu 连续 ， 但 ff (xo) 大 0， 则 在 在 $ 
0 Cx- $3， Xr+ SCCo， 5J， 使 当 |x 一 xol 之 8 时 ， 


[zx |/2. 
于 是 


Xs 二 
| fr(x) dx> | ， fx)dr> + > 0， 
名 


一 
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这 与 假 放 | fC) dx= 0 苏 重 ， 


充分 性 ， 即 要 证 明 /在 Cao，8&8 1 上 可 积 的 条 性 下 ， 人 假设 了 在 
一 切 连 鳅 点 x" 处 多 有 (*o = 0 ， 则 必 有 
| 产 (ax= 0 


因 上 在 [oa， 日 ] 上 可 积 ， 故 由 本 彰 问 题 15 可 知 ， 了 在 [0， 
训 ] 芋 的 全 体 连 续 点 集 歼 在 (0， 5 中 秽 典 。 因 此 ， 由 7 (xo) = 
= 0 便 知 ， 对 于 [ gi; 65] 的 任 一 分 旭 、 均 可 适当 地 取 ErE Ex 
xi 全 了 他 站 = 0， 从 而 积分 和 


1l 
之 fi (ED) Ax = Os, 


因 E fndz= lm S/OAr= 0 


max 上 xi 0 jn0 
21. 设 在 [ee， 了 六] 上 训 积 ， 且 


| Curdx= 0 CR 1] 2 rs 


证 明了 在 每 一 过 缺点 处 等 于 零 。 
证 因 了 在 (4G， 记 ] 上 可 积 ， 玫 存 在 只 0， 使 | (x)| 志 
M， 由 本章 问题 9， 对 任 给 : > 0， 存 在 多 项 式 P， 使 


[Lif Cx)- ptx)ldx<e, 
又 据 题 设 ， 有 


[Lf (Cx) 2 Cx) dx 0 ， 
从 而 
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b - b 
. farsmf 1 (x)—- Plx)| dx 


+ | f Cx) px) dre Ms. 
四 = 基 任 章 常 数 ， 故 
| Fex)ax= 0 ， 


由 本 章 问 题 26 知 命 是 成 立 。 
22. 设 了 在 [4， 五 3 上 连续 ， 昌 


[a 
| fx) mdxre 0 Ch=0 1 2 + #1). 


证 明王 或 者 恒 等 于 零 ， 或 涤 在 (4a ， 五 ) 土 至 少 改变 站 次 符 导 。 
证 不 妨 说 了 不 恒 为 零 ， 我 们 用 反 证 法 证 明 。 人 很 如 了 在 (ac， 
6) 上 至 多 上 只 改 塞 n 一 1 次 符 导 ， 那 必 必 存在 让 个 分 点 Txt 
pH- 1) ， 使 了 在 每 个 小 区 间 Ca, x1) ， 《xi ah) 
下 ) 上 不 恒 汶 零 ， 且 不 改变 符 导 ， 但 在 


相 邻 的 两 个 区 间 上 符 导 相 异 。 因 此 ， 郊 娄 
FXIICX TK CN Xo) — Xp) 
在 ta，6b) 上 保持 同一 符 导 ， 又 指 题 设 知 
| CXR TRCN Na) -xdx= 人 0 


(1 keH-1), 
入 而 让 (Cx) 一 x Ck) 0， 外 f (x)=0, 这 与 


不 恒 为 有 未 居 。 
23, 设 读数 站 在 闭 区 间 [.4， 六 上 可 积 . 证 明了 具有 积分 的 


连续 性 ， 即 
247 


lim f? 
bin ff Gt- fol d= 0 (A<a<b<8). 


证 对 任 给 上 >>0， 因 了 在 (4， 了 ] 上 可 积 ， 故 存在 【4 
上 的 连续 函数 四， 使 


{lf ex) -0 (x) | dr, 
4 4 


由于 中 在 (4， 有 上 一 至 连续 ， 故 存在 3 > 0， 使 当 x 人 ， 
we Ed 8 | 入 一 x" 之 名 时 ， 恒 有 


音 


A 玉 € 
[tx ) V(r) < 


于 是 ， 当 i| 之 8 时， 
| 
， 
<| fx+t+h)- P+ Rh) lax 
四 外 
+| I Csr ex) det| Ip x) f(x) dx 
<2 P16) -pondrr) e+ hy ~ px) | dx 


[2 已 
而 em 直 mr =, 
<2Ttop oy “~ ° 


故 四 | lf Cx +H) f x) dr=0. 


li 

ho0 
24. 设 f 在 Ca，5J 上 连续 ， 且 对 Ca ，63 上 任何 满足 |。 
(x )dx = 9 的 连续 函数 中 ， 都 有 
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机 
Nf Crm x) dx=0, 


征明 f 必 为 常 信函 数 ， 
证 法 1 令 


wo (x)= f(x)—-—! | fC) dx, 
中 一 全 .9 


则 ,在 Ca，5] 上 连续， 且 | P(x)dx= 0， 故 


b 1 b 
res) (dx (x)dx=0. (1) 
由 题 许 稳 
b 
| fC) 0x)dx= 0, {2) 


再 由 《1，(2) 得 


由 1 b 
| cf x)- | 7 codeo(Odx= 0， 
1 b- dis 


b 
即 | voydx=0, 旋 ut%*) 三 0， 即 


1 性 
fe 二 | .7 Cds. 


证 法 《 反 证 法 ) ”和 仍 如 不 热 ， 则 有 xo，x*,E (a，5)， 

使 得 

f (X00) > F(X1). 

于 是 ， 据 的 连 屿 性 ， 应 有 3 > 0 ， 使 得 
(xe— $9 Kot+ HCLo, b) 


249 


(x Xt Cia, bv 


- 


旦 有 int (xy sup 1 {x}. 
六 xo -Bb,xo +h) XE -1 + ) 
我 们 令 
OF RA CF=0， 1), 
Tmt) = 
0 ， 站 它 。 


显然 ，qpi 在 La 5 上 连续 ， 且 有 


b b 
| wx)dx=| px) dx>0. 


b 
售 中 (xx) = po Cx) Pix) 则 | 9 (Cx)dx= 0 ,但 者 有 


0 + 名 


[few mdrs | f (x) Pox) ds 
" 8 


贞 目 一 


革 1 十 名 


-| {wn) f(x) dx 


1 X0 二 站 


-> int ~ Cx) | po Cw) dx 
Eizo -Dd xy+dy Xo 一 名 


.1 十 各 { 人 - 
了 《rr) | pi (wx) dx 
YXTL 一 包 . 
1 - -mm-  ， 人 
inf (x) — su 1 tx), 
-| Pol x) dx [Eco -don +b) 1 EX d+) j 


0， 


这 与 题 设 发 生 矛 盾 。 因 此 ， 了 放 为 常 值 函 装 。 
25, 设 了 在 [eae，] 上 可 积 。 证 明 
2 


sup 
XEtx1 -b,x1+d) 


if 
pr | fx)sin px dx 0, 
三 


pd (xycosprdt = 0 。 
证 对 任意 有 界 区 间 [a，B3 有 
| px dx |= Lospa~ cosph < 
袜 办 bt 


没 在 Ca，658j 上 |[f (xi 所 M。 任 给 = >0， 则 存在 La， 卢 -的 
分 划 了 ， 


名 KC b， 
使 S(T，f) -ss 《T，f) <e/2,， 其 中 S (7， 7) 与 s 
(T， 了 ) 分 别 代表 了 关于 了 的 上 、 下 Darboux 和 。 于 是 当 了 源 
4n Ya 时， 有 


- 


/ fy (esiapzds| 


nr 并 
2 | “Lf XR + fx) 一 f (x0 sinprdz| 


1 


2 了 (xp) | 全 sinpxdx | 


:| Hf Gx) — f Cell sin pa dx } 


Xp-1 


< +[S (T,f)- s (Tf I +e ， 


| 
因此 ， lim | fx)sinpxdx= 0 


ptorn 
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同 理 可 证 lim [| (Cw)cosprdx= 0。 
pr roc- 


26. 说 了 基 闭 区 间 [a ，#] 上 的 连续 正 值 函数 , 令 邓 = max 
1: (x)。 证 明 


M= lim .fC (Cx) Yd ， 


让- 局 


‘ 显然 
My [cf Cx) dx < Med = Mf b — 0, 


WO RY nd NY oa 
因 f 在 [Lo，5651 上 连续 ， 放 必 存 在 x。ELa， 上 8， 使 得 xy) 
= 肝 。 不 着 设 ao 过 x, 之 6 ， 则 对 任意 8 半 0， 序 在 8 一 0， 使 得 
f(x) >M- 8 (xo Xt+ $5), 攻 


y [Cf Cx)Ydx yy ri 
Xn 


yA . 
六 | (M- edx = (M-~ EY Di 
Xo 


记忆 tm TT > yim Me -4-:. 


机 ~ Li 
1 


由 。 的 任意 性 ， 得 


Te 
a ydx PM [Cf Cr) da, 


FF 


。 一 人 一 一 
故 mn bef Cnrdr=M, 


27, 设 9 和 了 都 是 区 间 [Ca ， 5 上 上 的 正信 人 连 急 函 数 。 证 明 


的 


| 


lim » | Cd cf ) ras => Ma A (*). 
证 令 max 了 (x)= 了 (EE) Cateb), 任 给 5 (0 
orb 


eI)), 存 古 80， 当 |x 一 C | 之 了 3 时 就 有 
OZf(EI- efixr) 人 f(t), 
从 而 


[tb Ltn 、 
一 匠 3 do 
fb -emp dr) HTP Cx ds 
b "b 
< mo dr Cn) Cd 
所 以 
t's ' : 
CAE) ~ 2 | (x) dx <| .cr CX) Px) dx 


at (| 0 (xdx, 


式 中 荐 t -5 之 a， 则 下 限 用 a 代 苦 : 车 5 + 3 之 656， 则 上 限 
用 上 5 楷 磷 。 于 是 


EE se (x) dxf) eo Cx x) dx 


< CY Pot)ds 


253 


令 m co，e 上 0 ， 即 得 所 证 。 | 
28. 设 函数 中 与 了 在 区 间 [e ，5 上 正 值 连 续 。 证 明 


[nC Cr) dx 


lim 二 一 -一 一 一 = max f(x}, 
| PxILF Cx Idx ES 
本 


证 Ja (xD)CFCxz)ndz 
nm-1i 村 上 二 1 


= | VT Cx)) ? ype (x)) 


1 


记 
nis| ped ry dx| qe) ey" dx 


四 此， 数列 {Jn; 77 中 是 递增 的 。 又 


fnti ee max Cx) = max fix), 


In axcb Tn ox 
故 {In41/1n} 有 界 , 于 是 ， lim Tnr1/1s 伍 在 ， 
且 . lim Tarifin= lm Yin, 
» li Wy fh, = (x), 
由 本 章 问题 27 知 ， lim ~ 了 x)， 流 


加 
{9 Cf Cr)! dx 


limz ax f(x), 


b a 
ro | CLF CITdx "Sb 
中 
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dx, 


29. 证 角 ， 不 痊 在 区 间 C0 ， 1 ] 上 的 正 值 连 缺 函 数 /， 使 得 
re， dxu 1, | f(x)xdxs «| fn aidxa ts, 


此 处 a 为 给 定 的 实数 ， 
证 第 一 方程 典 a:， 第 二 方程 用 ~- 2x5， 第 三 方程 同 1 ， 相 
加 得 到 


人 em 《以 -Xeax=0， 


过 


因此 ， (xx = 和 0 。 可 见 对 性 何 实数 ， 不 存在 满足 上 述 方程 的 
正信 连续 函数 了。 
30. 设 了 在 (- ce，+ec) 小 连续 ， 且 满 中 


f (x)=| f(t) di, 


证 明 ， 在 《一 co， +eo) 上 了 人 恒 为 去。 
证 当 x=0 上 时 07=0， 江 /在 【-ee，+oo) 下 连 
殷 ， 贾 六 (zy= 了 (7x)， 轩 


dfx) = 
f(x) 


因而 nf (x = x+ln C, f(x)=Ce", 由 (0)= 0 得 C= 
0， 放 (x) 三 0， 

31. 设 f 在 Ca，4b] 上 迷 续 ， 且 对 任意 区 间 C&，BICLa， 
上 J， 均 有 


| 本 (dx| MCB ts CUE0, >0), 
Cr 


证 明 f(x) 二 10， 
证 (上 反 证 法 ) 贫 基 存在 & Eu， 而 有 FE) 天 0。 不 
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妨 设 上 Era，5) 且 (5 >0。， 古 了 连续 ， 故 存在 以 三 为 
中 心 的 区 间 L&，BI]CEta，652， 梗 对 任意 x Em， 如 ]， 都 
有 (%) 0。 令 

B= 5 tens Cn= Eb ~ En en> 0, lim en= 0., 由 积分 中 


' 昔 定 理 竹 到 


E+ en 
{Oonadr=2f ne tn€ Can, Bo。 


一 EE, 


Eten 
又 由 题 设 ， | dy 


一 世相 
故 有 0 二 2 (28n)5， 从 而 得 到 
filEy=lim FM li (22n)5 = 0, 


菠 胚 , 
32, 设 在-c，+oo》 上 连续， 了 尚 数 


x)= fF C0) Cd 

[HH 

单调 递减 ， 证 明 六 (xs 0， 
证 令 P(z)=| fi9di， 出 (C0)=0， 且 
vx) fC) fF OY dP’ Cx) tr (x), 

侠 此 onadas) Fr nd F(x), 


又 因 和 中 60) = 0， 中 是 递减 的 ， 襄 无 论 为 正 或 为 负 ， 总 有 
| eddrso, 
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Px) 0, 帮 所 (xz 三 人， 对 * 求 导 得 Try) 二 0， 

33 .说 了 在 〔【- ceo，+eco) 上 可 微 ， C0)= 0， 是 | (x)| 
< | Cx), 证明 f(x)=0， 

证 潜 1] 任 取 xu (0 +o), 因 了 0) =0， 故 


fx) =|f {1 Odi, 


了 是 [fol ef Pon dsl If Cl die Mz, 
1) 


其 中 x Ef0 xolM= max 1]f(1)1， 
Ts 区 


在 《1)》 式 中 和 迭代 可 得 


es en 1 ds, 
0 2 


fC < {n= 1,， 2 ， so}, 


风 此 ， ES lm Mx 


= 0 , 即 了 在 [0，xo] 上 异 为 鹤 ， 


仁之 性 全 知 在 C0， t+ co) 上 和 便 为 零 . 同 理 ， 了 在 (- < 
0 工 亦 恒 为 零 . . 

证 法 2 对 任意 >>0， 落 /在 0， 工 - 8] 上 不 恒 为 堆 ， 
则 必 有 xx 人 (GE，1 一 6 0 使 得 / (ro 和 0， 且 对 任意 YE [0， 
1 一 823 有 |f (xo)| 字 1f (x 小 、 因 此 ,出 

fro = fr) -FO0) = 1f (th) xo (EC E00, 
Xo)) 知 ， 
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lf CEYl = 二 e) 二 co 


与 题 设 矛盾 。 克 于 [0 ，1 一 27 上 /全 为 尾 。 由 ff 的 连续 拍 及 & 
的 任 瘟 注 便 知 于 C0 ，11 上 恒 为 室 ， 

对 正 束 数 ne， 若 已 禾 了 于 [0 ，720 上 恒 为 零 ， 但 于 f0， Hn 
+ 1 - e J 上 不 便 为 零 ， 风 有 x1€ Go, ro+ 1 一 sj， 使 


[fx = max [fix)|>0。 
x 拓 [0 人 十 了 一 上 2 
而 | (x) = |f C(x) 一 f (no)| 


一 | 产 人 | {Xi — Ho) (bE {no X17) 和 
矶 
OD = ED > 


{xo 1 一 上 上 


>1f df (ED)), 


蔬 抄 。 于 是 在 C0， no+ 1 一 3 上 全 为 零 。 由: 全 0 的 任意 竹 
及 /的 连 缺 性 ， 叉 知 f 于 C0，1o+1] 上 和 植 为 替 ， 由 归纳 法 知 了 
所 [0 ，+ecse) 上 七 恒 为 零 . 

同 理 可 证 ， 了 于 《~ 吕 。，。0] 上 7 亦 汪 为 堆 ， 

和 M4. 设 j 是 Co，6523 上 大 在 一 阶 连 续 导 数 的 非 零 通 数 ， 且 
f(a)= 了 (6)=0， 证 明 存 在 一 点 C E (a，48) ， 司 得 


下 4 " a 
17 CO) > ydx. . 
证 令 夺 = max |f'(x)|。 由 微分 中 值 定理 得 到 
CENh 


Fry=7 x- aM -4)},，, 1 
oR + bb)/2, 
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站 《XSD (Co+b)/2 
< 站 ix Xo。 
因 沙 数 
M(x- a), dx 人 (oo+ bb/2, 
YX)= 
Mp-x), (at+t hb/ x 人 Eb。 
在 x = (a + 8}/2 处 是 不 可 微 的 ， 故 不 能 同时 有 (x)=MCx 
一 二) fx)= Mb x}y(toth)/2 
x )。 因此 ， 令 m= (a + 8)/2， 即 得 
b Pr 下 
[if Cxydr <M) C(x ~ a)dr+M| {bh— x}dx 
= NM (6b- 9) 
4 
或 者 M> 一 | f Cr yetx。 
《一 G) Ja 
35, 设 在 C0, 1] 上 大 连续 的 二 阶层 数 ， 且 1(0)= 了 (1) 
= 人 0 (x) 夫 0，xXE(V0，1), 证 明 
| [天 Ce tx 


证 oo, 版 由 微分 中 信 定 理 ， 存 在 8 € 
0，1) 使 得 f(t)=0. 
我 们 在 区 间 50 ，E1 和 CE ， 1 上 分 别 估 计 | 了 《xi 之 值 。 


当 %x ECL0 ,ti 时 , 因为 
fr Cx)= = |r) ds, Fes C0 dx, 
f (x) | PCxj)dn 
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所 以 


Lf (2) <| fr oy de ry dx 
[i] .局 


= FP EN Ee Eh CO dr, 
ft dx «Ec0, C3. 
当 xx ETE ，1J 时 ， 因 为 
pr ew) = Ppa Pr xd | fr Cx ld 
f (x)= -| f (der, 


所 以 
1 
FREDEINLA ds|。 f(x) dx 


-OF EYE- 0 Hd, 


即 fs -0 fe) dx xECE, 11, 


二 


C1) 


(2) 


由 《1》2， (2) 得 到 
| dx= | | 
vf lx) of Cx) 
£7 If* (Cx) 
J ef pda 
0 


1'f"(x) 
{ | ; 
d+ :了 


“1 (Cx) 、 ， 
[Oo 
£1-— | | 产 (7)lax - 


dx 


be 


-4 


36. 证 骨 ， 每 个 含有 第 一 类 间 世 点 的 邓 数 都 没有 原 函 数 。 
证 设 x。 是 函数 了 的 第 -- 类 间断 点 一 一 可 去 间断 点 或 踢 路 
间断 点 .假定 了 有 原画 数 万 ， 则 
f (x), Xxo 
f(x), x 人 Xo 
当 xo 是 子 的 再 去 闻 斯 点 时 ， 
I 《 0 天 lim fF ix), 


= 


下 FO lim COOLIO im ft) 


rp Yr ¥ x 
关子 (Yo 《在 xx 5 之 间 )》。 
因此 产 不 是 了 的 原 函 数 ， 
当 x 耳 的 跳 脆 间断 点 时 ， 
fixotO)¥ f(t.- 0), 


让 F(xo) = im 


x>xot0 2p -十 
三 i {ot 

辐 理 可 得 请 -/ {xo = fix. 0), 这 说 明 产 / fxo 不 存在 ， 
更 不 能 等 于 (xo) 。 因 此 ， 关 不 元 了 的 原 国 数 。 

37, 设 了 在 辣 区 名 tq，5;3 上 和 连续， 证 明 

lim 工 | cf Cop ft dt f(x) (ea) 

hd 下 Je 

证 网 了 在 Ca，b3 上 这 续 ， 履 在 2a，bJ 上 存在 原 洛 数 ， 
设 为 1、 于 是 


2 


。 1 二 
、 im 二 | CFF + Ah) -OF dt 
hm 下 J 
= lim F(t F(x) ~ Flath) tp (a)) 


= lim Ft mE) lim 


Flor+h}- Fto) 
ho ht h 


=F'(x)- F(a)y= f(x)-f (aq), 
38. 设 f 有 连 悉 的 一 阶 导数 ， 且 
0 < 关 (x)<1Ax2 (lx<eo), 
证 明 lim f Cn) 在 在 . 
证 由 户 (x)>>0 知 上 在 [1，+eco) 上 严格 递增 . 固 


上 + 1 ， 
ey 


[ps ee ?1 
fo- Cd di 
故 jx)<rtl)t+t1(x>1)。 据 音调 有 界 原理 ，lim fn) 


存在 。 
39, 设 在 [0，13 上 有 迷 续 的 一 阶 导数 ， 且 了 (0) = 了 
《<1》 0。 证 明 


js {x) dx|< 工 max 1 PC) 。 


证 | xy ax fx) a (x-l) 

站 We 

_ Tv 
fx) 1) | | Of 《xD cx 


"1 1 
-| fix) Cx)dr, 
9 2 
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由 基本 积分 不 等 式 得 到 
| (Cx) dx|<| Fr Crd 1 - 立 了 
a [ 产 《x) | ix -| Hx 


[i 


1 
一 :+(x) 作 Cl- sy ext (x Lydx 
0 f(x I( 0 2 去 2 ) 


= max lf Cx). 
生 QexAl 


40 ,证明 ， 对 这 0， 函数 
f(x) = |. (二 Jsinsa tl dt 
| 


的 最 大 值 不 超过 1/7 (2n + 2 ) (2n+ 3)， 

证 因 产 (zy=(x 一 xz sin3x， 故 Fex) 与 xx 一 “加 
导 .、 当 0<x 忆 1 时 ， 广 (xx)>03 而 当 六 记 1 时 ， (x) 之 
0， 故 在 x = 1 处 取得 最 大 但 


f41)=| [一 tysin2 +t dt. 
0 
因为 sin 所 2 (0 所 tt1)， 所 以 


1 1 
findi 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
FUD<|， Ct ) Cn 


41,. 设 站 在 f 0 ，13 上 连续 ， 且 

1 i 

| fitx) dx=0, | f(x)dx=0, ey 
心 中 

i l 1 

| x 1 f(x)dx= 0, | wf (lx)dx=1, 
心 和 
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证 明 ， 在 F0 ，1 1] 的 基 个 子 集 上 有 有 1 0 之 如 《二 十 于 
证 由 给 定 的 条 从 他 知 


| (Cx -~ "Ff (xydx= 1， 


假如 结论 不 成 立 ， 则 在 f0 ， 了 3 上 好 处 有 | Cx 之 209 十 1). 
于 是 


四 


1 =|| x lnf (x) dx 
0 2 


<| lx -fdx 
<2(n +1) | lx -下 "dx 


1 
= 27(tn+1) i (C— 1 Px 2 ‘+ | 1 人 区 -dx | 


由 


-on +DC Cn 上 (Txt+a) 
2 所 十 


-Jr(-1i)a+13 乓 1， 
2 
从 而 导 儿 也 盾 ， 
42。 设 了 是 [ac， 厂 1 二 的 连续 非 负 半数 ， 上 


| .rcx?ax=- 1 ， 


2 村 
证 明 (| {wcos XY dx) +(| fosin Rw dx) 1， 
其 中 名 为 任意 实数 ,， 
证 因 ]cos hx+ isin Rx| = 1=|cos hx~ isin hxl, 
故 
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ET A 


盏 


= fx) eos kx dxt+t? {fensin hx dx| 
眉 吗 
上 了 《Yeoes kx dx— i| fr) i1 kx a 


= | (Cx) eos Rt ($in kx) dx| 
(ji (Cx) cos Rx— 1 sin kx) dz 
<[ [FCx) Icos kx ti sin Rxl dx 


b 
fx)lleos Rx— isu Rx| dx 


Jt 
= 上 1 (x) ax| fixyd= 


3, 设 在 《~ 吕 ，+co) 上 二 这 可 微 且 fr*Y CX) 之 0 ， 叉 时 
在 r0，al(fa>>0) 上 连续 ,证明 


二 | + Co er df | pi ) 中， 
HD 他 
证 i= 9 拱 Tas1or 公 式 ， 
{下 
站 
fx) = f(x0) +f {xn) {+ ft) 


Fx) + x0) (XN Xo), 
因 上 式 对 征 何 x 区 上 成立， 由 
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FCPOrDBF Cro) tf Cx) (T(t) ro), 
从 而 有 


| fro Yd | Cf xo) t+ Cxn) {mf) 一 xo)dt 


= Of(xo) 十 f(xo)| ot fdi— x Uaf’ (xo) 
=af{x0) + xodf’ Txoy 一 Xoaf’ {xn) = 0f (xo) . 


即 工 | fev) dt [二 | et), 
妾 -0 好 JJ 


44. 设 函数 六 在 [0， 1 上 可 积 ， Hix)> 0 定义 函数 
列 


fn) = | fn) a CRh=1], 2 *")。 


试 求 Lin 六 (xy (0 1 )， 


天 一 ce 


解 设 0 一 5 二 1 二。 因 记 芷 [0 ， 工 上 可 各 日记 (xz >0， 
改 s 


f(x)=¥) fel dt 
是 C0， 1 上 的 连 匀 阔 数 。 于 是 阁 古 正 数 m， 形 使 得 
mtx) 
对 任 一 正 边 数 1 ， 用 数学 归纳 法 可 以 证 明 


1 } 


1 ~- 一- 


-nt "和 _ _ 
Lie re 一 外 fn 1 (x ) Rf dn 中 


了 2 和 


1 21 
py {R11, 二 7 


所 以 根据 Tosplitz 定 理 《〈 容 易 验 证 此 时 定 环 中 的 条 件 全 部 满足 》 
有 


lim ln dy 一 lim ln 一- ju- 
Mo 天 ee 2 1 2 
mT 了 
Ey [一 二 
。 ~ - 站 
于 是 lim Mf” a, x = 
oo 全 
1 
. 2 1 一 一 
lim m ao,(x— SS) :人 
Te 2 


出 8 的 在 意 性 即 知 对 一 切 <E (0，12 有 有 
lim fnriC%) = XX/2, 


-ro0 
及 因 fat O00=0 Cn=1, 2, '"),， 所 纪 对 一 切 x 50， 
1] 有 
lim furitx) = x/2. 
to 
45. 设 了 在 [aa，b6i 二 有 连续 的 导 国 数 ， 且 六 (a) = 0， 证 
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b 
C2) Mie(b- a)| Cf Cx)J?dx， 黄 中 MM= max 
全 re 
[If C(x)|, 


Cii ) {fet ds bo | [PCx)33dx， 
证 (由 于 
fC) d= flx)- fle}y= f(x), 
因此 
f=(f Fed) < rd) cf 0dt 
态 也 名 
与 a 
= (x— 0) | Cf CF di CD 一 Ga) | (tdt 
四 
从 而 有 Mi<(b— a)| cf’ Cydt. 
(i ) 出 上 式 得 
b 四 bu 
[roax <| {x—- 0) dz| Cf Cw) dx 
说 号 ~ 全 
-| Cx ddx, 
2 人 


46, 设 通 数 了 在 [0 ，T11E 迁 续 ， 所 满足 
0 志和) 


| 1 ly 1 2 (m+ My 
证 昌 (7 0 dm 
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证 因为 


FOTm fT Dg (0<sxs1)， 
f(x) 


邯 fr) mtr 0, 
f(x) 


1 


! dx 
改 | mdrrmM | Fm+M, 


of tx) h 


_ 1 dx . 
他 1 人 mM| 7 出 


[7 (x)dx+ t+ 村 ， 
站 


或 | fC) dx m+ My ue’, 
0 ， 


攻 函 数 9Kt8ysrdm+ 计 1 -2 在 4 = (n+ 时 72 时 取得 最 大 
值 《 + 出 ) /4， 基 


"| 《可 YY 
履 


即 (roeaz) 川 ,ce5)s mt Ds 


47, 设 鲨 数 了 在 C0，1] 土 连续 训 微 ， 证 明 


Cin + NA)? 
4 后 


foe CAF D+ If tO) dt, 
证 由 分 部 积分 公式 有 
[rf ondr=xf tx) ~-) (C+) dit, 
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1 
| -DF Ct dt=— xf(x} + (Cx) -| 5 cfdart, 
相 加 得 
六 1 1 
| PC + tf (1)dt-| 六 了 


= (x) -| (Cx) dx, 


fx) = fdr| Caf C0) -fd 
1 
+ | fr) dr, 


从 而 有 
|f (x) <) lf (| dt+ jf 人] 人 + 上 if Ctl dt 


-| Cladtt | CD1dt 
48, 设 实数 00，01， 0 on 满足 条 性 


do dr sl 站 。 
1 2 站 Rt 1 


证 明 方程 ou + os x +…+anx*= 0 在 (0，1 ) 内 至 少 有 一 个 实 
根 。 
证 法 1 令 ， 


Cn xn*1, 


Fix)=go x a, wx?+t “十 
出 共 十 


岂 珀 在 [0，T3 上 连 壬 可 和 柚 ， 且 让 (0)= Fi)=0， 故 内 
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Role 完 型， 在 《0，1) 肉 江 少 和 一点 5 使 6》= 90， 部 
qot+ort fm dndT= 
因此 ，& 是 方程 qo + a x + ran = 0 的 一 个 实 根 . 
证 法 2 设 f(x)=atax+ntanx*， 出 


dx ~ 
ff) * 1 2 nt} 


由 积分 中 人 情 定 弄 ， 存 在 8 E (0，1) 使 得 
(= 人 fx)dax=0， 


即 f 《x)=0 在 《0，1I) 内 有 -- 实 根 。 
49, 设 了 在 [0 ，+ ce) 上 连续 可 微 ， 且 
lm EF C(x}+fF(x)i=0. 


+ 


证 同 lim fF {x)= 0 (C221, 1980, P. 396). 


x +o0 
证 令 FF(x)=f' tx)+ f(x)。 任 给 8 六 0 站， 冉 是 设 ， 大 
在 xo>0 ， 人 司 当 x 之 x 时 有 
lIFEewx)l = If Cx) + fF (x)| 8A2。 {1) 
Zer (xp Ces f(r) ， 将 此 式 从 xo, 到 和 < 积分， 得 基 


ex f (x%) = ex (x0) :| ot Flt)dt, 
峰 


exof (x0) + | et piy dt 


即 f(x)= 。. (2) 


本 畦 


出 《1)，《2》， 得 到 
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FO)| se sfexo |f tx 全 全 et 
2 0 
extao |f (xo)) + 一 二 和 
2 2 
exts |f (| + 


到 #ro >xxo 合 emotxo |f 《xo)| < 如 当 no 时 有 e-*+xo | 
(x0) |< 本。 于 是 ， 当 >mo>xe 时 上 (xz<s， 圾 


lim fix)= 人 0, 


车 一 十 避 


50. 在 闭 区 间 [0 ，231 下 是 否 存 在 满足 下 列 条 忻 的 函数 子 ? 
f 连续 可 微 ， 并 且 


和 2 
1 =7G=1 OO ST | fr)dxle1. 


解 ” 候 如 在 在 满足 所 给 条 伴 的 汕 数 f， 那 么 当 x€ (0， 
2 ) 时， 四 微分 中 值守 惠 得 到 


fixy= +tF EDX=1 + (2 — %), . 
这 里 FiE (0，*》， EE 《x，2) 。 出 此 分 别 得 到 
fx) x, f(x) 之 x~1， 


友 [fodx>|. (1 ~ x) dre= 
D LH 


鱼 2 1 
| f(x)dxr >| (x ~ 1)dx= 2 
1 1 
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并 且 等 式 不 可 能 同时 成 立 ， 因 为 和 如果 [x)=1-x (0x 所 
1) 与 (x)=x~1 (1 三 x 中 2) 同时 成 立 ， 那么 将 导 到 了 


在 x = 1 不 可 微 的 了 矛 肖 、 因 此 
| (Cx) dx= | (Cx)dx + | ‘(xydx>1,， 


乌 这 六 与 最 后 一 个 条 件 矛 盾 ， 

综 上 所 述 ， 可 见 相 存在 满足 所 提出 的 诸 条 赃 的 函数 ， 

51, 设 j 是 -中 ，+ oo》 上 的 下 值 进 绪 阔 数 ， 且 (- x) 
= 了 (tx)。 令 


bP , 


so) = [x tt| fidi(-atx 人 eo 0>0). 


《Ff 》 证 明 g' 在 EL- 49，43 上 让 格 衣 增 ， 
(ii ) 求 使 8g(x) 在 [一 a，4a ` 上 取得 最 小 值 的 点 x ， 
Gi1)》 落 8 的 最 小 值 《 它 依 顿 于 上 ) 等 了 于 (6)-0 一 4， 


求 f (x)， 
亚 
证 {C1) gx) =| (xw— tyf ttydr 


-人 tf CF Je *| f(t)dt— | eat 
因 了 连续 ， 故 上 式 各 项 均 可 微 ， 得 
v= f (dir| fC)dt, 


or(x)=2f(tx) > 0., 


因此 ，9' 在 [- 0， 3] 上 中 严格 递 岂 有 风 ， 
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Qi) g (~ a)=-| F (Ct)di< 0， 


gC0)=| fdi>0, 


而 9' 是 严格 递 境 的 ， 故 5" (xy)= 0 在 C-G，aI 上 有 了 唯一 解 ， 

又 f(t)=f(f), 披 | 
ff car] f Cdi. 

因此 gC0) = 0， 即 g' 《x) = 0 的 众 一 实 根 是 x=0。 又 知 当 

一 0 和 时， 9 (Cx) 之 0 ， 而 当 0 X40， 9 (x) > 

0， 放 9 《0 》 是 最 小 亿 ， 


Ci 9(0)= -| 00Ddt-| sf dt 


-Da 上 ) df = 2 | 40dt， 


又 因 9(0)= 了 f(a)~-a:- 1， 大 得 
2 | tf Cdt=f Ca) a1, 
此 式 对 一 切 a 交 0 均 成 立 ， 令 oa-0+， 风 大 0)7-1=0， 故 
ft0)=1。 对 ga 微分， 得 
2af (a}) = f(a) -2u, 


_f (0) = } + 1}=0? 
Bp For 2a, iIn tf (a) = 和 二 


由 六 (0) = 1 得 Csln2， 于 是 cy- 2e2 -1, 即 
Ptxy=26x -1. 
9. 设 落 煌 pxCx) (= 1 2) 在 [0，1] 土 连续 ,是 
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对 每 一 有 上， 有 
| pe)dx= 1 . 


证 明 对 任意 正 整 数 ， 存在 实数 c)， ry 满足 之 cz = 1, 


。 I. __. 
县 mas BB cpp(X) Vn, 
和 SSYX<SL =i 


证 ”由 题 设 知 对 任意 正 整 数 a， 邦 有 


3 | er (Cx) dx=#, 
Pi > 


即 | [2 my (CX)Idx=#, 
0 R=1 
上 1 
由 积分 中 值 定 理 ， 存 在 5 E50， 12 使 已 pot)y=n. 仿 
= ] 
上 二 ， 
cx= p(t)/(S pr: Ct )) (Ck =i 2, **, 1), 
=1 


则 bp cnr= 1, 且 


kh=1 


， ， 一 
max DS cp 吨 人 YX ow CE SY Ho) 
teixa!l kh=! k=1 R=1 

=V nn, 

58. 设 a 0， f(x) 在 C0，a2 上 连续 可 微 ， 证 明 


Wf ot lds+| fr Cx dx. 
疗 0 [中 
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证 由 积分 第 一 中 值 写 还 知 


| fx)dx= f(t) a, 0<E<a。 
又 F CE) -700)=| PCz)aa 
因此 I CON GE 人 za 
A 
sl lf 1drr | VW CLs 
站 -0 中 


54, 沿 在 [0，17 上 可 微 ， 且 潢 足 


坟 
Fi)— 2| xf(x)dx= 人 0, 


证 明 ， 鞋 少 存在 一 点 5 E (0，1) ， 使 得 
Pt)= 一 (CI 


到 
证 因 f (1)- 2 | xf(xydx = 0， 故 出 积分 第 一 中 值 定 
理 ， 庆 在 mT EL0， 三 J 使 得 


f (1) -2nf (1) ，- 0， 


| 


即 nfAO0) sf (1)。 艇 证 1 (5) = -了 (6)/t， 只 要 证 明 [x/ 
Kx] ls-t= 0 邯 可 。 为 此 ， 令 


(x) =xf x), 
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显然 ， 7 在 [1，13 上 这 续 ， 在 《01，1)》 上 可 巩 ， 租 靖 (9) = 
RE。 于 是 由 Rolie 定理 可 知 ， 存 在 EE 《nn，1)》， 合 得 人 
{Et)=0, 即 


FE)= f(t YE, 
55. 设 (+1) 在 4 所 + 志 x 十 连结 ， 册 竺 在“， 合 g< 之 5 一 
xy 且 
| fendt= f Co ~ a), 


证 明 ， 游 f 在 点 4 可 微 有 fr(6) 大 09， 则 当 x 台 近 4 译 ，c 还 近 
4 写 * 的 中 点 ， 邑 


证 考虑 
| fC)dt~ xf (a) tof to) 
T= limie 


沉 - 产 立 ' (0)* 


册 积 分 中 必定 理 ， 得 


7 = lim 了 (fetal —a) 
六 人 (x—- 0)’ 


Mi fe)~ fo) 
第 一 蕊 


f (ec)~f l(a),c-a 


= lim 
攻 几 已 一 站 一 下 
, 心 一 未 
=f' Ca) lim2- 2. 
KFC 一 
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更 一 方面 ， 应 用 1 Liospitd 着 古 ， 符 到 


T= jm) -fia)_ = 
YA 2(tx—-a) 2 


因 星 lim © ~— 2 = 
这 个 问题 是 由 Jacobsonzss 提出 并 证 明 的 。 
56. 设 了 是 L0，13 上 的 递减 函数 。 证 明 对 于 0 < 所 月 所 
1 ， 下 列 不 等 式 成 立 ; 
[fwdr>e| f(x)ax. 
0 Bi 
证 因 了 往 f0，1] 下 说 减 ， 找 有 
| (xydxoaf (eo), 


[fdrs -a)f (0). 


因此 二 | ， 1 (xc)dx> fn) | J Cx) dx, 
让 此 多 到 (£ 一 1 计 7ooax| 7 Cx)dx, 


印 (1 一 3 fixydar 2 3), x)dx, 


由 0 < a 之 Ba1 知 1 -apB< 1， 于 是 


| { 人 S| {x dx. 


57, 设 站 ， 上 及 为 正 整 数 ， 且 1 Rs 拓 直 。 证 明 
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2ln1+ 生 = “- xz < 全 lsin fx| Int1 + x) dx 
-i 


开 
四 


、 | ln (1 + 


并 求 lim | [ia nx| lat 1 + 2}dx,. 
No 《 


证 因 当 x > 0 时 ，la % 是 递增 函数 ， 敬 当 角 二 x < < 


上 上 时， 有 
ti 


ln C1 + RT ncn(l +x) ln Clr Try。 
关 


又 | sin ns%| 访 0 ， 祖 


RE 
mt 
二 [sin nxt Iinc 1 rR-Tr) dx 
R-1 1 
1 江 
站 


<|" lsin nx| int 1 + x} dx 
k 


< 站 lsin nx [in C1 rR ri)dx, 
和 ni 
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本 不: 
而 | [si nx| dx= 工 | int | dt= 一， 所 议 
i 


-1 Bz 
——— 
Rh 
用 
In C1 +R-lr) <| lsin nz]ln( + Ydx 
中 ;i R—1 
nn TT 
< 一 和 ln C1 -Rry, " 下 
并 tt 


说 =1， 2 + 1， 并 边 边 相 加 ， 得 


这 » TinCl re -lary | bin nx) Intl tT wx} dx 
村 0 


上 式 两 端 分 别 是 疼 数 <ln x 在 区 疗 [1，1 + x 上 的 积分 小 和 与 


大 和 ， 因 此 ， 令 aco 便 得 


于 ， 9 I+ 
lim | lsin nx| in(1 + xdx= 三 | lInx dx 
ne vv 0 了 1 


Tt +) 2， 
ET 


4 


58. 设 了 在 区 间 [0 ， 工 了 上 连续 ， 求 


in | Bn Rx] ff Cx dx, 
要 -ev 0 
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_ 
解 :: 


= lim wn | [sinnx | Ff lx) dx 
om | Ro- 
天 
、 = lim 人 《ED 人， sinnx | dx 
并 -oo 上 =1 
他 


root ke 


~ Jim 计 训 fe)) lintldi 
= 1 


= lim — > f{Enr) | sf 二 人 


人 -oo 有 + 


= lim < 一 一 > FE = ~ -站 reoaz。 


机 oo 上 = 


54， 设 了 在 5[- 1，1 上 连续 。 证 岂 


n 


,fi h oe 
证 ”由 iim | | = iim 1 


故 只 舌 证 明 


lim | i Fi cif (dx = {0), 
-1 


下 于 


hh 二 0+ hd0+ 


t 区 
三 -~ 一 十 一 一 一 TT， 
2 2 


im {af 0) fd es. 
本 -由 To 


1 


(1) 
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-hp kk . 
而 i EE: 


VR 
<2M|- J zdx—2Af arc we 
0tA0 +), (C2) 
1 
同 理 ， 所 co -160074 0 Cr0t), 《3) 


又 由 积分 第 一 中 值 定 理 ， 得 到 


了 hk x 
| rir wtf x) -FO0) Idx= Cf (5) -FO0) darctgy i 
TT 下 
>0"(T+3)=0 (ho>0 +), (4) 


由 C2) ， (C3)，《4) 知 (C1) 成 立 ， 
60。 设 郴 数 了 在 [G ,日 ] 上 可 科 ， 了 2 以 工 为 再 期 日 在 【0 ， 
六] 小 可 积 。 证 明 


1 re 3 
lim | fx}g cadws 天 | g(r)ax| fx}dx, 
一 下 是 


证 设 8(x) 之 0，x€ 50， 了 ]， 取 正 整数 mm， 使 [a， 
5 CC-mT， 加 了]， 作 辅助 滑 数 | 


*)= (A x 和 [Loy dl 
P(X)= “EL-mi ,mi\Ka, do, 


易 知 ， 下 列 积分 及 积分 等 式 
| lx) g(tnx)dx = 人 Fg nx) de Ch =1,2,**), 
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1 2 志 1 ， 
元 | .gco ae| reodx= 了 | oodx| Tx)dx 


是 存在 和 成立 的 ， 
将 区 闻 " 工 ~ ml, Mf] 2 4 告 分 ， 
< < 1 TT 之, 也 
n 


得 分 划 工 ，-- < 


-2 于 L7<- 之- 二 <0 < 


是 
F(x)Iqtnx}dx 


b 和正 
| fx}yotnx) dx = | 
5 ' " -mT 


站 
mH— 1 rn 
二 | Fx)otnr) da, 
RT 
Ld 


R= — mr 
BB gnx) 


量 航 ， 玉 (x)，9 (nx) 在 区 疗 (7， R 17] 上 可 和 和 ， 
> 0， F(x) 在 |&7， 二 一 工人 | 下 必 有 上 确 界 Mk 和 下 依从 


Hi 故 由 积分 第 一 中 全 定理 ， 有 有 cy nip, i#] 使 
S17 k+l 
| 0 qnx) dx=cu| gnx)dx 
tf 


= gt 十 kT)dat= “2 | dx, 
于 0 


经 
8 = mr, nt 一 二 
代入 上 式 得 
1 
之 CE 


1 rT 

| fi) gn) dx = 闻 | gtd 

< 0 = 一 哲 别 
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由 于 cy 二 介 于 玉 C(x) 在 分 划 上 的 Darboux 大 ,小 和 之 间 ， 


~ -Hm 
放 当 -oo 时 
1 m1 了 

linm | fx)o (nndx= 训 | gqt)dx lim Bi cp 

中 oo n>oo k=— mr 1 
1 fm 了 1 3 

-= 示 | gx) dz) Fdx = 地 | zcodx | fx dx, 
了 jo mT 1 & 


若 去 掉 9 (x) 之 .0 这 个 限制 ， 设 


Jy(x)= 19 (x+ 9 C(x) 19(x)|- 9(x) 


2 2 


3 


出 介 别 由 上 面 已 证 结果 ， 钨 知 结论 目 确 ， 
61， 设 上 在 [0，1] 上 连续 ， 史 
stx} 二 Tx] 一 2fT2x]+ 1， 


证 了 明 lim | fx)}s nx dx = 0. 
Le 


证 stxt+1)= 4fxt+1]— 27.2{x+1)]+1 
4Tx]+4-2L2x]-4+1 


三 (CX), 
由 本 剖 问 题 60 匈 
1 1 1 
liimn | ftx)s tnx) dx = | s(xy dx | flx} dx 
Hod 0 ， 日 


-feed ace se 
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-| 2 Cax+ | ax} =0 


682。 设 j 在 Lo， 48) 上 可 积 且 是 凸 放 数 ， 好 对 储 总 加 守 0， 


和 ,这 0 有 日 和 ,+ 入 2。= 1， 者 有 


fF Ow tt Ax TA Flr) + A (x), 
La 


一 女 } 。 


证 明 A 


证 令 h= 也 一世 和 ,= 让 一 避 。 显然 , 当 % EL 8， 6 时 ， 


六 1 A 0 A+ 和 A, 一 1 。 由 /的 后 性 得 
fw) = fOr hb sh (a 二 (有 


忆 


~ cb), 
一 局 


一 


两 边 从 到 台 积 分 得 
人 oaxs [+ 


= "(6 -a), 


故 右边 不 等 式 得 证 。 又 由 积分 的 换 元 法 制 


bp ~ 一 在 


jos 人 ,f(T ‘dt 


6-a 
-| [e+ 人 + A Ge fd 
y= 
> 
， l b 
= (6- 6) 1( 1), 
故 左 边 的 不 等 式 也 得 证 ， 


63。 设 了 在 C0 ，+ 00) 上 递增 ， 对 于 任何 之 0, 了 在 50， 
了 ] 上 可 积 ， 且 


lim | Ddt=C, 
z+o™ 0 
证 明 lim fx) = 性。 


Tt 


证 设 x>0， 因子 在 [EO + =) 上 递增 ， 故 当 上 < 时 
有 (1) 所 了 (x) 两边 对 t 从 0 人 到 * “分 ,得 到 


ff was | f dt = xf (x), 


到 f(x) > 工 |. fe dt. (1) 
当 1 计 x 时 有 f(t) 字 f(x)， 两 边 对 t+ 从 x 到 3x 积分 ， 得 到 


[fad] fo0d x f(x), 
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wm fF) < tdie2 tl 7 二 -Apd)， 


z (C2) 
由 《1)》，《【〔《2) 两 式 得 到 


i140ware 1 oo < feat fiw. 


。 1 ea 1 1 2 c 
因为 lim 过 |， FDdts om 2 |， 1 DG 


+ 


所 以 Ce lim f (OE2C-C, 


下 


到 linm fx) = C, 


六 人 二 人 9 
64， 设 / 在 [ea ，+ co) 上 -- 残 连续 , 且 广 义 各 分 | f (x) dx 


收 敏 。 征明 lim f(x)= 0. 


证 困 上 在 :ac，+co) 上 上 一致 这 纺 ， 故 对 任 给 = 之 0， 存 在 
六 0， 恒 当 x,， Xi 人 用 sr 一 xi 宝 晶 时， 有 


fs) fx) le. 
又 因 | ”f(x) ds 收 伐 ， 款 对 。1 = 5e 而 言 ， 存 在 正 数 W， 使 
当 x >>M 时 ， 有 


I rndtl<8e. 
现在 考虑 积分 | fCD dt。 当 x 57 所 + 时， 有 ft) - 
E FX)<LfHUY+ EE ， 从 和 册 
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部 二 总 加 中 站 加 十 
[War Ses] ooars] fdrr Be, 
当 * 半 村 时 ， 


上 rpa DE 


-一 
2 
-~ 


| ned + OSD OE, 


w+ 
局 现 订 证 ff f(Ddt+ de| :2 ae 
， 吃 十 六 
所 以 | fen 所 = | fdi| < 2 be, 


即 当 二 Af 时 ， 有 |7(x)| :2s， 故 


lim f(x)}= 0., 
i 十 Ge 
l 
65. 设 太 在 (0 ，13 上 音调。 用 | x* fwjdx 看 在, 证 明 jim 
-上 世人 0 十 
xot1f (x) = 0. 
证 不妨 设 了 递减 ， 则 当 0 < < 二 时 ， 
全 十 时 
1 一 (二 
| pda 人 eds 
Ea 2 ~ 对 i “ (x 名 十 i 3 
= < 
2 让 d 2 1 -1 2 一 | 
| fw | fda fo rT 


《 当 习 = 一 1 时 最 后 的 两 个 因子 应 该 换 成 jna2 ) ,用 上 上 述 不 等 式 ， 
并 利 引 积分 存在 的 Cauehy 准则 ， 色 计 完 成 证 明 。 
作为 上述 请 果 的 交接 推论 ， 可 得 基 下 事实 ， 


粥 在 [了 ，+ co) 上 单调 ， 旦 | ”eye dx 存在 ， 则 Lim 


省 
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w+1f(tr) = 0, 
66， 设 了 在 ec，T+oo) 上 上 递减 凡人 全 0， 证 明 广 兴 积 分 


| f (x) dx 和 | fonsinzx dx 问 时 收 伍 或 发 散 。 
证 当 ] ”Fo dx 收 敏 时 ,由 7 的 非 负 性 得 Fo >f (x)sin:x 
0 。 于 是 由 比较 判别 法 便 知 | ”7 (xsinzx dx 收 伍 。 


当 | ”7 dx 发 散 时 ， 革 为 


1 


和 ee jr 
人 ”reo ax= 3 | fo dx 


着 二 钙 rr 


= 3 [flarnrrijdis Si ,at nn, 


性 二 器 
所 以 级 数 之 ， f(a +n0) 发 散 ， 又 因为 


六 + 加 十 了) 天 


| ~ fx)sin:xdx= 交 | (Sin xdx 
性 


一 下- 
了 = 全 名 工 


下 + 和 


> F 十 ort+T 可 | 中 全 
持 二 品 Th 


= Efct er Ti 


晶 


-了 了 (Ca 上 HT) ， 


日 于 Sf (a + nz) 发散 ， 故 由 比较 判别 法 知 | ”7(z)sin*xdx 
n= 


2Z89 


发 散 ， 
67， 证 了 是 (0 ，+ ce 上 雍 减 的 连续 画 数 ， 且 了 (x) 半 0， 
证 明 数 州 { an+ 疏 剑 ， 其 中 


mm 下 (一 fF ax, 
“让 一 和 . 4 
证 因 了 是 (0 ，+ ce) 下 递补 的 连续 函数 ， 放 
tl 1 
on- on = (Df 一 |. f(x) dx) 
-i (有 -| 了 Co dr) 
=f (n+D-| fw ds 


n+1 : 
=| CrtD -fod so (n=1,2,.). 
对 


又 对 任意 HH 、 有 
on= 立 f (CR) -| fw de 
站 二 
-Sh dr S| /dx 
ER=14® R=1+F 


Le 
=f(n)+™ | Cf fox 0. 
k=1 下 
因此 ， 数 列 {as} 单调 减少 号 在 下 界 ， 从 而 收 剑 。 
68. 设 f 在 (0 ，1 ] 上 单调 且 | 7 (xD dx 存在 。 证 明 
lL/ 
i E(w)=) fds, 
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友之， 如 困 上 式 左 端 税 腿 存在。 证 明 ， ODax 存在 ， 且 等 束 记 
立 ， 
证 不 妨 设 f 递减 ， 把 区 间 (0 ，15 分 成 n 等 分 即 有 


RR+1l : 
i 1 本 fn 1 5 p\ 
jyreodx= 加 fi fox)dx <| sf dx tf 的 


1 性 
= | yo dx+ ~ f {EE)- -70. 
9 得 中 一 ， 1 nn 


i AR 
同时 又 显然 有 | 了 (dx 二 轨 (1) 
因此 得 到 
1 
1 yl) -1 
eh) edi, 
二 1 
而 lin (| "7 COdx (CD )= 人 0， 琶 
1 | : 1i Sa EE 
Ff Wars lim 7 (EE). 
b 1 玫 < k=l 总 
反之 ， 荐 上 和 式 右 端 极限 存在 ， 吕 Fi 
1 | ps 1 
Jf Wd -0D 
知 ， 单 调 递 增 歼 列 foo} 有 上 界 ， 从 而 lim ov 存 在 。 青 注意 ， 我 们 
可 设 f (x) 字 0 (否则 只 和 需 考 谍 函 数 FCY)= (xx) 一 了 (7 ， 
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和 另 知 | f(x) dx 存在， 是 你 处 成 阐 ， 
69。 设 了 在 C0 ，+ece) 上 上 单调 理 广 学 秋分 分 | fj tx) 2] 了 台 
黎 ， 证 明 


1 5 f nk ) -| ~ {yy dx, 


上 十 =1 


斌 因 f 单调，|， f(a 4 放 lim f(x)=0， 
从 而 了 不 变 导 ， 不 芒 假 设 广 (x ) > 0 ， 日 通 站 子 是 有 


Fl 


二] 加 ht 1 
| /oadx= 工 | fdre: Sy) fknh), 
个 一 二 ”其 m= | 


?了 HH 【我 无 
上 Tx)dx = > | 1 站 Saf ny, 
| 


1h Ee "uh 
政 | fdr< Dhf ns | fl dx, 
h n=1 由 
全 由 > +co 得 
人 ”reodxs hy fut) :| fx) dx, 
县 | 0 
兽 令 有 产 0 + 得 


lim f 也 fan = | fn ds, 


hi0 十 - .| 
70. 设 f 在 Lo，+o0) 上 有 沈 绪 的 导 函 数 ， 生 | f(x) ds 
和 | f(x) dx 都 收 化 ， 证 明 
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lim ftx)= 0, 


证 因 f" 连续 ， 故 


fF (x) =| 7 (Datrfla) (ro), 


又 [yr CD dx 收 化 ,由 上 式 知 im /Co 存在 ,着 Hm fx) 


= A 到 0 ， 不 妨 设 4 疙 0。 于 是 存在 *,， 使 当 x 之 Xs 县 
(x)>A/2, 
从 而 [fdx 发 散 。 若 4 之 9， 同音 可 证 | ”fx)dx 发 数 ， 
矛 计 。 因 此 4 = 0， 
71， 证明 ， 广 义 积分 


— CO dd 


{ -上 ( 工 廿 x23 (1 wx) 


与 &% 值 无 次。 
、 _fi dx ”dx 
证 1 -| rr - | (Ll+ wt) {1 +x”) 
二 了 1 + 27, 
在 第 一 个 积分 中 作 代 换 = 477、 邮 有 
I =| dy 
ty ry) 
+ eof L 2 dx 
从 而 { hit | \ 人 1 二 二 干 吕 2 
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= 人 di% 


1 1 工 +x 
它 与 c 无 关 ， 
72。 设 广义 积分 | f(x)dx 收 伍 且 等 了 了。 证明， 广义 积 


分 | 人 f(x ~ 工 )ax 也 收 合并 等 于 了 
证 (f(x -i)ax 
=|. f(x -二 ) d 3 + f(x -二 )ax = 了 十 了 


在 笃 个 积分 中 作 变 换 x -二 = 上 ， 得 到 


“it x 0 时， 

w= Et - ‘， 当 x 之 0 时。 
了 是 -下 CO -ja 

1.=2) Ca - jd 


计生 分 [fdx 收 化， 由 积 分 | ft) -dt 也 收 
| -ee Tt 十 
和 北 。 出 此 得 出 二 和 疡 收 候 ， 并 县 
lt -| Cx) dx 
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73。 设 了 定 六 在 [ae ，+eo) 上 上 ， 儿 人 定 且 一 用， 人 和， 全 
ofytos = sup{ FOED 一 了 (人 


f1, ts 


证 明 ， 若 积分 | ”7 4) di 收敛 , 则 lim /01) = 0 的 充 要 条 件 是 
f -+oo 


lim op to, 8)=0 (C1) 
to - , 
下 时 


证 ” 必 村 福 . 设 lim f(D) =0, 则 任 给 8 产 0 ,存在 to {5) 守 
t= +o 
a ， 当 了 之 1o 时 ，| 了 (0) | 县 8/2， 由 此， 对 于 机，1z 之 to， 有 
[FGD -HD EOD|+| /| Re, 
于 是 lim ow (fs to, 心 》 二 0., 


fo + oo 
-0 


充分 性 ， 设 (1)》 成 成 并 而 or 了 C1)= 介 不 成立 ， 国平 
1 = Lr 


在 递 记 且 赵 于 + oc 的 数 例 {aw} 和 正六 4， 使 得 或 者 f (cE 字 5，. 
或 者 了 on) 于 一 (R= 1，2，…)， 不 护 设 F (ag) 之 b， 由 于 
DO, 鼓 存 在 8 和 it， 使 当 +， ioprioH lt — ts | 5 时 , 诫 有 


Wf 8 fl) 212, (2) 
由 于 [f(D dt 收 化 ， 放 据 Cancly 准则 ， 可 取 充分 大 的 实数 
之 to,， 使 对 任何 之 Q 沁 RR， 有 

ff at) bn. (3) 


肥育 充分 大 人 柄 apy 祈 RR+ 出 于 《2) ， 对 于 Gk 一 9 守土 三 0 十 
ds (ft)b/i2, 也 大 
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Opt pb 
| fd 220 08, 
Qk 一 乌 


- 
这 与 (3) 浪 盾 。 证 毕 。 

! 注 者 连续 ， 则 (1) 等 价 于 f(t) 在 ta，+o0) 上 一 到 
连 急 ， 于 是 有 


”推论 车 了 诗 Ca，+eco) 上 连续 ， 且 | ”7 (GD 性 政 仇 ， 则 
lim Fr)=0 的 充 要 条 件 是 三 在 [aa ，+co) 上 一 政 连 续 。 
fT- 一 十 守 ;"' , 
证 题 73 是 由 Kelman 和 RivIin'"500 得 到 的 。 


反 例 


1. 肖 数 了 ， 使 | 了 | 可 积 而 了 上 不 妖 积 ， 
在 注 区 间 [0 ， 1 上 定义 函数 
1， 交 为 节理 阁 ， 
一 革 ， 立 为 无 进 旺 ， 
则 1f1 到 1， 责 | 站 在 C0，13 上 可 各 。 几 于 了 无 处 连续 ， 因 而 


它 在 [0 ，12 上 不 可 积 ， 
注 车 f 在 Ca， bj 上 可 秘 ， 间 | 了 | 在 [as bj 上 世 可 积 ， 


{x)={ 


县 有 


TT 


| 淖 / oadx|<| 7 C(x) | dx. 
上 述 反 请 说 明了 这 个 踩 述 到 过 来 是 未 成 立 的 。 
2 .没有 厌 函 数 的 可 积 函 数 。 
— lx 人 0, 
1 01， 


设 1 r={ 
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明 见 ， /| 在 闭 区 间 [- 工 ，1 可 科 ， 然 而 ， 了 在 ~- 1 ，17 革 
设 有 原 亢 数 。 事 实 上 ， 如 果 了 在 [- 1，T] 革 有 所 国 数 屎 ， 即 
五 ”= 一文 妇 1 


那么 ， 由 Darbsnx 定 瑚 可知 ,六 应 取 入 1" (1) = 0 与 FP/ (1) = 
1 之 启 的 每 一 个 值 (参看 第 三 章 问 题 20》， 即 了 应 取得 f (一 1) 
= 0 与 (1)= 1 之 疗 的 备 一 个 值 ， 此 与 的 定义 煌 六 括 ， 因 
此 ”了 在 [- 1， 13 竺 没有 原 函 数 ， 

顺便 指出 ， 出 Darboux 定理 可 知 ， 任 何 有 跌 著 间 断 点 的 国 数 
都 不 可 能 有 原 清 数 ; 

3, 在 任何 区 间 上 都 没有 原画 数 的 可 积 声 数 。 

投 7，,， roy 区 间 E0 ， 1 3 中 的 全 体 有 理 版 ， 令 


则 函数 让 在 C0 ,12 上 严格 递增 , 且 卫 在 L0 ,站 中 的 任 一 有 理 点 问 
断 而 在 任 一 无 理 点 连续 。 又 ,了 在 点 ra 处 的 里 度 愉 好 等 于 1722， 即 


lim fx)— lim ff {x)=1/2" 


Xrm+ 0 Xn 


(和 参 朝 第 二 理 反 例 22) 。 因 为 了 在 50，1] 上 音调， 所 以 它 在 
Ch，1] 上 上 可 积 。 但 是 ， 用 于 卫 全 号 路 间断 点 的 集合 在 【0， 
1 1 中 征 密 ， 园 丽 上 在 [0，1] 的 任何 了 区间 七 者 不 可 能 有 原 
晒 数 。 

4. 在 闭 区 和 阅 上 有 原 通 数 但 不 可 积 的 画 数 。 


xs sinl, 万 站 人 习 ， 
设 了 (x)= 和 
0 , x 二 , 


则 了 在 闭 区 间 [ 一 1， 17 的 全-- 点 * 处 都 有 有 《有 限 》 导 数 
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ox in eos 和 志峰 
J 2 本 » 


对 
yey ep | X 
由 ， 三 位 ， 


因 训 ， 洱 数 9 有 原画 数 了 。 亿 是 ， 由 于 9 在 区 冶 [-1，13 土 无 
界 ， 因 测 它 在 [~ 1，13 上 并 不 可 积 ， 

5. 闭 区 间 上 其 有 原 请 数 的 有 界 沿 数 而 不 可 积 。 

本 章 反 例 4 中 作出 的 在 闭 区 间 上 具有 上 原 范 数 而 不 可 积 的 函数 
9 是 无 办 的， 于 是 俩 产生 问题 ， 是 否 存 在 在 闭 区 闻 上 具有 原 函 数 
的 有 界 画 数 而 不可 税 ? 这 个 问题 的 答案 古 衣 定 的 ，VYolterra 有 例 
如 下 ， 

我 们 从 闭 区 间 [0，12 中 去 掉 其 中 间 的 长 度 为 1/4 的 开 区 间 ， 
然后 从 剩 下 来 的 两 个 闲 区 间 中 各 去 掉 其 中 间 的 长 产 为 1742: 的 开 区 
间 。 在 第 # 步 ， 从 第 上 一 1 步 剩 下 来 的 2” :个 闭 区 向 中 各 去 抒 
其 中 间 稀 长 度 为 1 的 开 区 间 。: 玉 供 地 继续 这 个 过 程 ， 我 们 从 区 


间 50 ，13 肉 去 掉 了 一 列 总 长 度 为 
+ 2 lL, vo ,ll 
4 4° 4 2 


的 开 区 间 , 剩 下 来 的 点 形成 闭 集 五 , 显然 , 瑟 不 是 替 测 度 集 . 设 Gn 卖 
示 第 # 步 启 科 下 的 各 个 闭 区 间 的 长 度 。 从 这 个 构造 方法 ， 显 然 ， 
dail<drnf 2 因此 二 二 co 时 di 一 0， 这 说 其 [0 ,12 的 于 区 间 ， 
直 管 多 么 小 ， 痢 不 能 整个 地 合十 集 二 ， 

东 . 在 我 们 定义 耳 数 对 二 万 下， 裤 (Cx)=0,、 洛 (&， 
B)》 是 去 掉 的 开 区 间 之 一 ， 风 等 接 关 怠 的 右边 定 交 


fx)=(x 一 azsin 
由 一己 


紧 接 着 8 的 左边 定义 
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f(x)y=Cx— Byisin 1.., 
-x 


二 至 达到 最 舍 近 ( &，B) 中 间 的 极 大 值 4，BB， 在 区 间 ({&，,B》 
内 ， 规 定 (x) 等 于 这 个 极 大 信 ， 

这 样 ， 我 们 在 整个 区 河 C0 ， 1 J 工 定义 了 渴 数 了 ， 它 是 连续 
图 数 ， 

显然 ， 了 在 去 掉 的 各 个 区 间 (a ，B}) 内 可 微 ， 即 使 在 %，BB 
处 电 是 如 此 ， 在 这 两 个 点 的 导数 是 0 。 对 充分 接近 wa 的 x 《x 放 
QJ 我 们 有 


一 全 _1,，, 
一 站 


ferxy= 2 (x- a)sin 
Pe 


车 x 一 a， 右 端的 第 一 项 趋 于 0 ， 而 第 二 项 在 + 1 与 ~ 1 之 间 振 
动 。 在 睛 的 左 邻 域内 情况 类 似 。 
在 成， PB 处 ， 英 至 在 每 个 点 xo 志 产 处 产 (xzo) 者 存在， 站 且 
fF (xoi = 人 0, C1) 
为 证 骨 这 一 点 ， 先 谈 x2PxYo。 菩 区 和 五 ， 出 
IOx)J- 了 txz=0-0=03 
若 坪 含 于 某 个 被 去 掉 的 区 间 (x，8) 内 ， 则 
A A 


园 此， 无论 什么 时 候 都 有 


F(X) f(x) < |X — ol 
光一 区 ， 、 四 
x <x 时 仍然 如 此 。 令 xx， 便 得 《1) 。 
这 样 ， 产 (xx 处 处 让 在 ， 们 它 华 点 上 不 连续 。 事实 上 ， 
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薪 ”E 关 ， 则 在 xe 的 每 个 邻 域内 借 在 谱 去 荐 的 区 租 的 点 ， 罗 而 也 
存在 被 去 掉 的 区 间 之 一 的 端点 但 我 们 苑 道 ， 在 这 样 的 端点 处 ， 
六 数 六 的 振幅 等 于 2 。 册 于 卢 不 是 址 测度 集 ， 因 此 ， 斑 不 可 能 
可 积 。 

6, 以 尾音 零 测度 的 本 ; 亿 作 为 间断 点 集 的 可 积 瑶 数 ， 


设 4 是 一 个 给 定 的 零 测度 的 Fs 集 ，4 = U Aw 其 中 An 是 区 


tL 6， b) 的 闭 子 集 ， 且 不 妨 设 45CAdosigI= 1 2， “* 
设 4 表 示 空 集 ， 现 在 定义 了 通 数 上 ， 
2 +, 入 全 1 ~ “Is 


f Ce)={ 0 x 


兹 证 了 在 4 上 无 处 连续 而 在 .0 ，42、 A 上 相处 连续 。 

事实 上 ,性 取 Xo 七 有 4， 若 Xo. 、 1 Wx) =2 由 
于 4 4 是 一 个 零 测度 集 , 因 而 它 不 倍 丰 内 所， 所 也 xa 糙 定 起 
某 个 与 A 下 相 交 的 集 的 玛 点 。 共 这 个 储 上 ， 了 的 值 与 乒 (xn) = 
2 -? 至 少 相差 2." 1， 这 意味 着 了 在 站 加 晰 。 现 任 取 xcEra， 
bINA， 则 了 txo) =0。 对 于 任 给 的 0， 我 们 选 一 个 正 整 
数 #o 合 2 “< ,然后 再 找 *%o 航 一 -个 邻 域 合 其 内 部 设 有 4 4 
-4 的 点 ， 于 是 ， 当 属于 xs 的 这 个 邻 域 内 时 ， 就 有 

1 (xc 一 Co |= F(x) 2 < 

这 就 是 说 ， f 企 Xxo 连 续 。 

由 于 有 界 沙 数 疗 在 Ca，582 上 人 的 间断 点 党 4 是 零 测度 集 ， 轩 
而 了 在 Co， 上 52 圭 可 积 ， 

7. 一 个 可 积 涌 数 ， 企 某 个 吓 数 从 上 改变 它 的 值 后 这 影 啊 了 尼 
的 可 积 性 ， 

误 玫 (x) 二 0， 和 1 1 中航 一 霓 有 理 数 
组 成 之 入、 我 们 在 集 4 上 政变 了 的 下 是 站 为 了， 那么 得 到 的 画 
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数 在 [0 ，1D 上 无 处 连续 ， 从 面 让 不 信 可 各 了， 

8 .一 个 可 积 国 数 ， 在 某 个 可 数 集 上 任意 改变 它 的 俱 《 介 这 些 
数值 全 体 要 组 成 有 界 集 合 ) ， 而 不 影响 它 的 可 各 性 ，。 

设 有 4 是 由 0 和 点 xs=17nr Ch = 1，2，) 组 成 的 [0，12 
的 一 个 可 数 子 集 ， 在 CO， 了 上 上 定 交 数目， 


sin(sin(1/x)) 1!, x# A, 


f= {0 x tA, 


易 见 ， 于 在 C0 ，13 上 可 积 。 如 果 存 4 上 改变 上 以 任何 数值 ， 但 
这 些 数值 全 人 迟 要 组 成 有 界 集 合 ， 那 么 往 到 的 函数 在 0 ，12 上 仍 
有 界 且 儿 乎 处 处 连 钞 ， 因 而 它 在 60 ， 1 上 仍 可 积 ， 

注 “ 对 于 一 个 可 积 本 数 变动 它 人 的 右 限 个 点 的 慎 ， 可 积 性 不 
变 ， 稻 分 俏 也 不 变 。 如 果 变 到 了 了 它 的 可 数 个 点 的 值 ， 那 各 可 各 本 
可 能 会 遭 到 芍 杯 (参看 本 章 反 全 7) 。 另 -- 方 面 ， 反 例 8 说 明了 
也 确实 存在 这 样 的 可 积 函 数 ， 在 法 个 可 妆 集 上 任 总 变动 它 的 慎 
‘要求 这 些 数 值 全 体 组 戌 有 界 集 合 》 而 不 影响 它 的 可 积 性 ， 

9. 关 于 复合 轴 数 可 积 性 的 例子 ，。 

设 fCx) 是 定 广 在 C0，6563 二 的 国 数 ， 旦 其 值 域 不 越 出 区 
闻 FEec、d7， 而 9g(23) 是 定 兴 在 [ec，o 上 的 函数 ， 下 井 我 们 
举 出 各 种 例子 ， 以 说 明 通 数 靖 (ix) 在 fa，68] 上 37) 在 
Ke， 了 了] 上 的 可 积 性 对 于 35f (x) 在 Ceo，52 上 的 可 积 性 来 
说 既 非 充分 也 非 必 下， 

Ca) 设 f (x) 定 义 于 [0，17， 


1/n，x=m/jn，m 与 1 是 互 质 的 整数 ,是 n > 9， 
f{x)}= 到 人 0， 
0， x 为 无 理 数 或 x = 10。 
出 了 (xx 在 [0，17 上 可 和 。 香 设 
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gt2)= 人 DH ls, 

0 ， = 

显然 ，9 (3》) 在 [人 ，19 上 可 积 。 而 分 合 消 数 
1l, 芹 行 i 数 ， 


在 [0 ，13 上 无 处 连续 ， 融 它 丰 [0 ，127 上 不 可 积 。 
C6) 设 间 (x) 定 尺 于 [0， 1 


灿 9G， 训 藉 0 且 xx= 和 /3 人 与 ?是 互 质 的 整数 ， 
fix)= #0, 
0，x=0 或 为 无 埋 数 。 
答 没 9 ) 定 尺 于 [0 ， 1 
0 ， Jy 1 吾 效 ， 
: : 1，》 为 无 理 数 ，。 
显然 ， 于 (x ) 在 [0，12 上 可 积 ，9 (3) 在 C0，1D 上 不 可 积 ， 
而 复合 通 数 在 C0，1J 上 
gtf (x)Is0 
显然 中 积 。 
Cc) 讼 在 C0，17 上 ， 了 (x)= 1 一 <， 侧 在 [0，1D7 上 
] ，》 为 无 理 数 ， 
0 ， 了 ?为 这 理 数 。 
显然 ，f (> ?在 [03 .1 3 上 可 积 ，9 《3 ) 在 C0，12 上 不 可 积 ， 
而 复合 函数 在 [0 ， 1 3] 工 : 


‘1, 总 为 无 理 数 ， 
0 » x 为 有 理 数 ， 


gcf x)= | 


9(y)= + 


gy)=1 


gcf (x)1=1 
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它 显 然 不 可 积 。 
《在 区 间 [0，13 圭 定 关 而 关 和子 为 | 
~ 《为 有 有 理 歼 ， 


它 显 然 丰 可笑。 而 在 [0 ，13 开 定 匀 图 妆 了 712) 为 : 


f Cx)=1 


数 ， 上 nn 站 0， 


1/n,，y 关 0 且 -m/wn，m 和 # 是 鹉 质 的 整 
re - 
0， 3 为 无 理 数 或 了 = 0 。 


fin, X00-min， 放 与 3 是 了 下 质 的 
sen 整数 ，? >0， 
0， X00 为 巨 理 数 ， 
在 C0 .12 上 可 积 ， 


ex) 如 (qd)， 而 在 C0，1I] 上 898(》)=》， 老 时 蓝 
合 通 数 和 


f (Cx) 区 为 有 理 数 ， 
9 iA) 0 ，x 为 光 理 数 。 
在 [0 ，1J 上 不 可 积 ，。 

(了 ) 设 在 [0 ，1T 上 定 交 了 为 
1， 六 为 无 理 数 ， 
0 ， < 为 有 理 数 。 
而 在 [9 ， 1 上 定 闷 9 《YD 为， 
1， 4 昼 无 理 数 ， 


f(x)=1{ 


gy)=1 


303 


它们 在 C0 ，171 二 均 不 可 积 ， 而 复合 函数 
TLEfF Cx) 
在 [0，12 上 可 积 . 
(9 ) 在 区 间 [9 ，11 上 定义 丽 数 了 为 ， 


十 2， .5 为 无理 数 ， 
f(x)={ 


sy x 汶 有 理 数 。 
它 在 C0 ，1 上 不 可 积 。 再 在 区 间 [2 ， 3 ] 上 定义 g (3 ) 为 ; 
1， ?为 无 理 数 ， 
9 (y= 。， > 为 有 理 数 ， 


于 是 ， 复 合 立 数 9[5f (x)] 为 ， 


1 ，* 为 无 理 数 ， 
0， 立 为 有 理 数 。 


39 与 9 人 的 丰 可 和 ， 
0 (% JJ 和 和 99) 均 可 积 附 ，957 73 为 可 舱 的 例子 是 
平凡 的 | 如 取 了 (xzr) 有 937) 均 连续 即 可 。 
媒 寺 所 述 ， 林 列表 如 下 ( 表 4.…1)， 


gcf C(x))={ 


事 4 一 1 7 
' ix)] 人 fa, 的， 拘 
| fr Ca 8) | OPI ee 1 f 2 Cos 0 
1 可 林 各 平凡 
| 可 各 可 积 太 可 积 (0) 
2 可 积 可 2 和 他 
» i | 
， | 可 条 不 下 积 ， 不 可 各 Ce) 
4 | 可 积 个 人 他 
| 和 可 可 各 ‘f) 
、 不 可 及 ] 1 可 a 太 证 积 45) 
3 | 不 冲积 二 和 : 


10。 存 在 可 积 函 数 了 和 连续 函数 9， 鬼 成 不 可 积 人 光复 合 遂 
数 fog。 

设 A4 为 区 辣 C0 ，1 1 中 具有 正 测度 的 Cantor 华 ，(oy， Ai) 
《1 2 为 4 的 邻接 区 间 。， 在 区 闻 [0，13 上 定 交 明 
数 了 和 9 如 下 ; 


0 0 


f={ wl 


1, xtA, 
(w= 1 tt bo, XE bi), 


"二 1， 了 ， 时 


刚 了 在 C0，12 上 可 禹 ， 疝 9 在 C0、1 .上 连续 ， 这 是 因为 对 位 
何 xi， X%a 友 [0， 1 1, 人 慢 布 
19 (X17 (x) | x -xs 


然而 ， 由 于 复合 前 数 
1; EA, 


fco(x= “EL, 1 A.. 


在 A 上 无 处 过 纪 ， 而 贡 划 守 9， 闪 下 jon 在 0，13 上 并 不 可 
积 ， 

注 “ 这 个 便 子 中 国 数 复 人 台 侈 顺序 不 能 倒置 。 换 和 铝 话 说 ， 妈 果 
在 有 界 闭 区 闻 工 上 上 连续， 在 了 可 积 ， 那 么 fog 在 了 了 上 必定 
可 积 ( 矢 看 第 四 童 刁 题 13》. 

11。 两 个 函数 了 与 939， 使 户 与 扩 攻 可 积 而 《了 + 8? 并 不 可 
积 。 

在 区 间 [50 ，13 上 完 交 困 数 了 有 [总 1 
于 与 


1 ， Y 为 无 理 数 ， 
一 1， x 为 有 理 数 。 


. 1 ， 区 为 代数 数 ， 
1; x 为 超越 数 ， 


f (x)={ 


g(x)={ 


于 是 ， 启 三 1，g9: 寺 1， 所 以 它们 在 忆 间 £50，11 上 都 是 可 积 
的 。 但 是 ， 


2 ，% 经 为 代数 数 又 为 无 理 数 ， 


fxs)+ gr)={ 基 它 


国 此 ，(f 3 在 0，134 上 沉 站 过 续 ， 有 从 而 它 在 CQ0，1L3 上 


不 可 积 ， 
12。 一 个 有 界 函 数列 的 极限 ， 它 在 任何 非 空 区 池上 都 不 可 


积 。 
设 六 (和 = Sin2nw + Sn mxeo T+ NX 
二 wT Sin2TXCOST NT T+ es 


Gx)= lim otintx), 
Ed | 


则 当 x 是 幕 数 时, 9 《x)= 90; 而 当 x* 水 是 整数 时 ，59 (x }= 1，。 
大 此 ， 落 才 迷 有 理 数 ,| 出 G(x) = 0 ;若是 无 理 数 ， 则 G (x) 
= 1 。 可 见 CCx? 在 任何 区 间 革 都 不 可 积 。 

.13。 一 个 收 敏 的 单调 且 一 致 有 界 的 迄 续 函数 列 ， 其 极限 函数 


不 可 积 。 
先 对 任何 开 区 间 了 = (a，58)， 其 中 0 三 8 之 656 有志 1， 以 及 


性 柄 下 整数 好 十 沁 图 Is 


让 在 


i, bi: 2 国 1， 
0, are Terao 0 6, 
2 po 
urr(%) = 8 
- — a 
强 性 ， 4 :I+ 一 一 ， 


设 4 是 区 间 E0 ，17 中 有 其 有 江湖 放生 Cantor 人 入， 所 是 4 的 特 
征兆 数 ， 即 
1; x*t€ A, 
al*) = “el, 11~\A4. 
41s} 是 A 的 邻接 区 间 ， 在 C0 ，13 了 上 征文 孜 数 列 {fn} 如 下 ， 
f1(%)= gu (%), 
fa(x)} = 9027 (CX) ger 2 (Xx), 


六 = Gn (CX) nrrs (YX) 0 【和 


不 难 证 明 ， 记 6 = 1 工 ，2，) 在 C0 ，1J 上 连续 ， 一 臻 有 界 ， 
fnt ) % ), 且 洒 各 -- 才 全 0 ， 1 J， 部 有 


于 "a 


男 一 上 方面， 由 于 fa 的 间断 点 所 组 成 之 集 是 A， 面 该 集 具有 有 正 测 
度 ， 因而 fi 在 C0 ,13 上 不 可 积 。 
14。 积 分 的 极限 不 等 于 极限 的 强 分 风光 数列 。 
在 闭 区 前 [0，1] 土 划 下 定 广 规 数 列 ， 
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Rn 0 Tlin, 


fa(x)= { 
" 0，x = 0 或 /nr 世 1， 


扬 见 ， 对 每 一 正 整 煞 1 ， fn 在 [ UU， 1 :上 才 起 可 积 的 ， 且 
i 
lim | fontx)dx= 1., 
no 


但 是 ， 


| lim (xydx = | 9dx= 0 。 


Doon 


因此 lim | jn(x0dx 六 | ， im fy CX}dx, 
He 0 Dn -ce 


惕 为 极端 的 例子 是 
2 7 但 近 : : 12n, 
fn(X) = 2n x -1/2n), i2ns x 1/n, 
0 ， l/l1。 


时时， 对 任何 5 EC0，13J， 都 有 


n 
lim | fatxdx= lin -了 = co 
计 - 一 3 Fe 


而 | lim Hax= | 0 dx= 00, 
， 0 


由 他 -和 让 


15。 一 个 可 积 函 数 了 ， 使 9 x》= | f(t)di 处 处 可 微 ， 但 在 


一 个 稠密 集 上 ,9 (x) 沽 1(x)， 
在 区 闻 C0，1J 上 定义 函数 如 下 ; 
1/9, x= Pp/9, p 与 9 是 互 质 的 整数 ， 且 & 
flix)y | . ->0， 
0 ， 和 为 [0 ， 王 中 的 共 它 点 。 
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则 了 在 20，13 上 可 积 ， 呈 
g (x)=| fdi=0 (os 过 1 
因此 ， 对 任意 x E50，113， 部 有 9 (x) 一 0， 从 而 在 C0 ，1 2 中 
的 每 个 有 理 点 上 ，g'(% 0) 二 )。 
16。 一 个 可 积 函数 / ， 便 g (x ) = | f(Ddi 不 处 处 可 微 。 


设 太 (xx)=sgnx， 则 了 公 在 > = 0 处 不 连续 ， 故 它 在 任何 有 
限 区 了 间 上 都 最 可 积 的 。 
又 ， 


g (x)= | sgntidt=| 
破 9 在 x = 0 处 不 可 微 。 
注 “我 们 有 如 下 的 结论 : 设 了 在 用 区 间 [a ，5] 上 可 积 ， 而 


gx)= C+) fd 


为 了 入 不 定 积分 ， 则 9 在 Ca，653 上 连续 且 在 f 连 然 的 一 切 点 处 
等 式 ~ 
gtx)= (x) 


成 立 。 本 登 反 例 15 与 反例 16 说 明了 在 函数 和 的 间断 点 炉 ，9 可 能 
可 徽 也 可 能 不 可 微 ， 

17。 存 在 菌 数 六 和 9 ， 使 得 了 在 Ca，4&8I 上 可 积 , 9 在 [a， 
5 上 不 变 叶 且 可 积 ， 而 在 (a ，5 ) 中 不 存在 满足 等 式 


fengear= fs) | gcodx 《1) 


的 &。 
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设 9(x) 三 1， 再 设 


] ， 0 1， 
1， 一 地 X 革 0、， 


fx)=1 


1 1 
网 Fa qx)dx= 0,， | veoar= 2 。 
于 是 ， 由 冰 煞 】 的 定义 可 知 ， 不 存在 E E71 一 1，1),， 使 
人 fC%) glx)adx= (EE) | gt)ds. 


淫 ” 我 们 有 如 下 的 积分 第 一 中 车 定 理 ， 蒋 了 在 fa ， 上 6&3 上 连 
续 ，9 在 [GaG，p] 上 不 弯 导 ， 且 在 Ca，D] 鞋 可 积 ， 则 在 (ac， 


由 让 
| fx) gr) dx 二 /6 oo?dz。 


生 述 反例 说 明了 了 在 区 间 [a ，5 下 不 连续 时 ， 等 式 〈1》 未 必 
成 立 。 
18。(0 ， 1) 上 的 一 个 无 办 函数 ， 共产 文 积分 | 了 (2x) dx 不 


是 对 应 的 积分 和 数 卫 ， (CE) Axi 的 极限 。 
关 罕 定义 在 开 区 辣 (0， 1) 上 的 函数 (Cx) =| lax 1， 它 在 
《9 ，1) 主 的 广 议 积分 收 钥 ， 轩 为 


| | lnx dx = -| Inxdx = — lim | sxex= 1， 


| 
gs 自 十 


然而 ， 若 将 《0，1) 分 成 长 诬 相等 的 = 个子 区 间 ， 


~. 太一/ CF=1, 2 "= ~ 1), 
并 取 E = ea 25 《= 1)， 则 旺 
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热 有 0 之 E70 之 1 
再 职 E 6 "2s， 以 及 XE Cl 
1 同样 有 0 < 之 0 过 1/9。 


如 里 | 1lpx dx 是 和 数 守 。f (OAxt 的 极限 ， 则 应 有 


， - 中 一 六 nm- 
lim 之 ， (ED Ax = lim 2 7 DAxe 
fo mn -oo | 


然而 ， 上 述 等 式 黄 端的 和 数 中 有 一 项 相 列 ， 


fiE’o) Axo = |ine "| = 1， 
FE Axo = 一 lac 呈 [= 2 。 


六 - 1 TT .1 
林 此 lim SED Set in TD 108E DAxt。 
1 tel 让 已 


eo = 


由 此 可 见 ， 广 义 积分 | AGOas 太 能 是 村 羔 的 全 分 和 数 卫 /0 
Xs 的 极限 。 

16。C0， 1 内 的 一 个 单调 函数 合 lim 写 襄 f() 
他 在 桓 了 并 不 广义 可 积 。 

在 开 区 间 (0，1) 上 完 义 肖 激 


1_. 
了 xD 
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眠 了 在 (0 ， 二 内 是 广 撞 化 左 网 ， 且 


i .站 1 ER ， “ 
lm Df) lin 
然而 ，f 在 (0，1) 上 并 不 广义 可 积 ， 
注 、 手 果 函 煞 f 在 开 区 间 ( 0 ， 1 ) 内 单调 ， 它 在 点 w= 0， 


x = 1 的 附近 不 必 有 有 界 ， 那 么 由 广义 积分 | ， 7(*)dx 的 收 生性 失 
+ :二 


知 极限 lim “如 训 f (入) 必定 存在 ， 且 有 


lim 一 一 二 了 (全 EE | fx 


站 Re 


(参看 第 四 章 问 题 68) 。 上 述 芭 例 说 明了 安 的 逆 合 题 券 不成立 。 
区， 如 时 在 开 区 间 0，1) 内 单 册 ,在 x* = 0 或 * = 1 为 有 
限 ， 并 且 下 列 极 归 


也 为 有 限 ， 那 么 广义 积分 |，f《x) dx 必定 收 伍 。 因 此 ， 上 述 反例 


也 说 明了 在 这 个 命题 中 ， 上 在 > = 0 上 成 x = 1 为 有 限 的 条 件 是 不 
能 去 掉 的 。 
20。 收 钱 而 不 弧 对 收 煞 的 广义 积分 。 
收 争 而 不 绝对 收 伍 的 广义 积分 的 典型 便于 是 


二 om $10% 
于 二 


和 


+ oo Sin A 


要 证 明 | 二 dx 收 伊 ， 对 于 任意 的 = 之 +， 我 们 有 
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有 Sinx 1 人 站 5S 古 ‘COSY 
| -| -edx, C1) 
TY 


YX 一 一 一 一 - 一 


iT 苇 1 by 


[eosw el (re r+eo), 
mt a 


+e er 


dx 绝对 收敛 ， 避 而 上 收 敏 。 因 此 ， 


™ 如 


面 | ”此 qx 收 分， 故 | 
T 区 
汪 s 也 +eo 时 ，《〈1)》 式 有 端 各 项 瘤 开 有 限 极限 。 所 以 


# 3 人 入 
sd 


四- 十 Co 大 


存在 ， 这 就 证 明了 | 2 cx 收 伍 。 


十 oo 
nt 


数 证 广义 积分 | sia xdx 并 不 绝对 收敛 。 事 实 上 ， 对 于 任 


十 2 
区 


意 正 整数 了 ， 我 们 有 


i lsass 
让 n= J 人 
太一 1 1 | . Ld 
一 一 -一 sinx | dx 
之 之 n+ 1 
1 A ls 
= 一 -- 一 -一 si Hu + Hn dd, 
I 之 ， n+1ljleo (sink "| " 


现在 ， sinC tH + nn =sing cos n7， 而 cos nA= 寺 1 了， 所 |sin 
f t = , 
Cu +nn) |=|1 sinng ll 因此 ， 荐 0 过 1 Bsin Cu +nr) | 


= sinx， 所 以 
1 fF- 1 TT 
| dx 二 > ,了 sinudu 
~ 工 mn 一 二 


tt 
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25 1 .25.1 
7 1 1 7 之 k 
OO 1 ipo Sin ey Sr 况 
因 级 数 之 天 发散 ， 故 | - dv 也 发 散 ， 即 | 人 dx 


并 不 绝对 收敛 。 

21， 存 在 函数 上 和 9 ， 使 广义 可 积 抽 9 有 界 ， 但 7 并 不 广 
义 可 积 ，. 

设 太 (xy = (si)/r，9(x) = -inx， 则 了 在 区 间 C x，+ oo 
上 是 广义 可 积 的 ， 即 广义 积分 。 


人 7” sinm x 
n 好 


收 化 《参看 本 章 反 例 20) 。 但 是 ， 广 义 积分 


| Gl x 
Tt E49 
发 散 。 事实 上 ， 
Si 这 1 CN Dw 
TT 一 一 Ed 
: 2 人 


而 对 任意 s 之 +， 有 


# .| 1 , 1 
CDS Dxdxl = isin2s— sin Dn| oy 
x 2 2 


又 当 x >+oo 时 ，1/2x 单 调 地 前 于 零 ， 内 而 出 Dirichlet 判 别 法 可 
知 广 义 积分 


和 CDOS 人 区 do 


T x 
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收 伍 。 另 外 ，| ” -二 -ds 发散， 所 以 全 ” -2 dx 也 发 散 ， 


注 容易 证 明 ， 如 困 积 分 | ”f(x) dx 绝对 收 伍 ， 函 数 9 在 
Ce，+ ceo) 上 有 界 ， 那 么 积分 | “f(x) 0(x)dx 也 绝对 收 伍 。 上 


述 反例 说 明了 在 这 个 命题 中 ， 积 分 | ””f(x)dx 绝对 收 化 的 条 件 


是 不 能 去 掉 的 。 
22。 存 在 函数 卫 ， 它 在 《0D ，+co) 的 任何 有 界 子 区 间 上 均 


可 积 ， 且 | jz)dx 政 化， 但 | ”Fo dx 发 航 。 
考察 函数 站 (xy= (sin sx， 则 了 在 《0，+co) 的 任 柯 有 
界 子 区 间 上 均 可 积 ， 且 


[a Si 和 x 


0 x 


Sin% 


dx 发 散 ， 


收 敏 。 但 | 


注 对 于 区 域 放 上 的 一 元 丽 孝 了 (<， 少 ) 而 育 ， 我 们 有 如 下 
的 室 理 ， 著 j 《xs， 2 1) 在 厂 的 尾 何 有 界 子 区 域 上 均 可 积 ， 则 积分 


fee ydxdy 
Dh 


收 仑 的 完 要 条 件 是 该 积分 是 绝对 收 级 的 ， 也 就 是 说 ， 厂 义 二 重 积 
分 是 一 种 绝对 收 化 积分 (参看 [43]，”.223 一 225)。 上 述 凤 例 表 
明 对 :一 元 函数 面 言 ， 相 应 的 作 题 并 不 成 这 。 

23。 存 在 【1，+eco) 上 上 的 连 儿 画 数 了 上 和 严 ， 请 足 


lim A(x)= 1， [f(yds 收 化 


十 放 品 


而 和 ”h(x PCeds 却 发 散 ， 
站 :区 间 〔51，+co) 了 上 完 究 画 煞 
sinx (x) yA 
一 二 二 
"(x) dx A! dtsine” 


邮 f 和 万 在 fl1，+oo》) 上 鸭 连 钱 ， 且 


lim ,A(X)= 1， [AEE 收 伍 。 


上 
SiN 序 


dX +sinx 


令 g(x) = h(x) f(x) = 


起 证 | g(x?dx 发 散 。 事实 上 ， 人 


sinms x 


g (xy=f (x = F(x) Hlx). 


则 | 这 Cfo + Sinx) 


由 比较 判别 法 ， [二 (x)dx 与 | ”2 dx 的 伍 才 性 相同 ， 
而 后 者 是 发 散 的 ， 旋 南 | ”f(x)ds 的 收敛 性 知 | ”9(xz)dy 是 


发 散 的 。 i 
24。 存 在 狼 数 ,使 1f | 广义 可 积 而 产 并 不 广义 可 积 。 


第 一 例 《 无界 卫 数 的 情形 ) 、 没 六 (xx) = IAAx (0 之 x* 志 
1》， 则 : 


F Ldx= 2 3 
bx 


得 | 。 二 dx 发 数 ， 


S16 


第 二 例 《 无 界 区 闻 的 情形 ) 。 在 区 间 【1 ，+ee) 上 十 总 国 
数 了 如 下 ， 


En Rx 二 n= 1, 2 
17?" 
; 1 
tx}= 
人 ' , 本 1 . 
.: 0 ， 和 二， 下 三， 到 


下 十 RE 1 1 
jj 六 2 ft 
当月 六 + oo 时 ， 品 吉 收敛 ， 因 而 广义 积分 | ”f(x)dx 是 政 全 
的 。 但 是 ， 


让 +1 . k 1 
| fi dx = 人 HT 
1 性 =1 


所 以 lim | Pepow= + co, 
1 


[es 


即 广义 积分 | ”7* xz)dx 是 发 履 的 。 


3 容易 证 胡 ， 若 了 和 9 在 ea，pi 工 可 积 ， 刚 fg 在 [0， 
b] 工 亦 必 有 可 积 。 上 上 述 反 例 说 明了 对 了 广义 积分 而 方 ， 相 应 的 俏 
题 并 不 成 站。 

25。{C，+c9) 上 的 一 个 孙 数 广 、 信 所 广义 可 积 而 | 了 | 并 不 


三 六 可 积 ， 
设 FUxy=11x 和 11ies 则 


[下 es 1 
| 3 dx | a Ux= 22, 
1 (x) 1 


人 


了 了 7 


但 广义 积分 | ”一 二 4 发 散 ， 


广 “ 本 如 反 例 24 中 的 第 二 例 和 反 惕 25 说 明了 对 耶 死 穷 隐 广义 
积分 ， 平 方 可 积 与 绝对 可 积 是 互 不 草 涵 的 、 对 于 有 办 区 国 上 的 无 
办 通 数 的 广义 积分 ， 平 方 可 积 的 函数 一 定 是 绝对 可 积 和 的 ， 这 可 由 
不 等 式 


| x) i+ Cx) 
2 


得 到 。 本 章 反 例 24 中 的 第 一 例 说 明了 它 的 递 命题 并 不 成 立 。 
26，。 在 [1 ，+ec) 上 广义 可 积 的 正 慎 连续 盘 数 了 了， 使 iim 


F(x) 0. 

在 各 个 整数 7%n 之 1， 人 gin )= 1,， 在 闭 区 间 En 一 2 ， n 
和 [#8，f +1-:】 的 内 部 ， 定 义 9 是 线性 钓 ， 而 在 区 间 的 非 整 数 
端点 ，9 取 0。 报 后 ， 在 人 字 1 而 9 尚 永 沁 归 的 后 , 规 赴 吕 ( 
的 做 为 0 。 于 是 ， 国 狼 


F(x) g(r) + 


wi x 22 荆 时 是 正 东 连续 函数 ， 且 


| fedx = [MCLEE 十 I™ lL Ux 


oe 1 
二 了， 一 十 1 人 十 29， 
1 
m= 1 


lim f (《%)=0 


is si | 
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Wi 


并 不 成 立 ， 
注 “可 以 证 崩 ， 如 晤 7 在 C0，+ 吕 ) 上 一 致 过 能 ， 且 广义 积 


分 | ”f(x)dx 收 化 ， 闻 必 
lim f(x)=0 
Eo 


(参看 第 四 章 问题 864》 上述 反 例 说 明了 在 这 个 命题 中 一 至 过 和 
性 不 能 代 以 正信 过 侯 性 。 


#19 


| ,Si ” | . : 
第 五 章 级 数 
“类 还 概念 和 主要 结果 .… …… 


本 可 所 考 嵌 的 数 项 级 数 攻 乌 定 为 实 级 数 ， 即 由 实数 项 组 成 的 
无 穷 级 数 。 对 于 数 项 级 数 ;en， 仿 


拉 
本 用 一 名 GI 十 92 十 十 人 
R=1 


称 :为 线 数 号 ox 的 部分 和 (入 称 部 分 和 Y， 若 im se = s 存在 


则 称 级 数 > oz 为 收复 的 ， 并 称 。 为 弘 数 SI cx 的 和 ， 记 作 
三 和 »-, 


”在 相反 的 情形 ， 就 称 级 数 瑟 qi 刀 发 散 的 ， 
仍 数 号 < 收 什 的 必要 条 竺 是 lir .n= 0。 
Fm™l 和 一 


Cauchy 准则 “级 数 习 cn 收 俩 的 充 娶 条件 是 , 了 Ts 之 0， 
。 上 三 1 
-mv E YY， 司 对 一 切 满 足 条 件 赔 全 产 2 的 下 和 和 2， 都 有 


A 


3 dre 


以 = 好 二 | 


调和 级 狼 翌 二 是 发 散 的 。 

若 级 数 如 on 与 可 5 都 收 俩 ， 则 

《 站 器 oo, 直 全 HD eons ‘Yn, 其 中 <c 为 任意 实数 ， 

(5 加 (oo+ bw) 履约 I 

级 数 避 o 叫做 非 负 的 或 下 项 的 ， 是 指 对 于 每 个 上， 分 别 
有 oak 0 或 cx> 0 。 就 非 负 级 数 而 言 ， Soar<t -意味 着 有 六 
全 而 on= + so 意 叶 着 级 数 发 数 ， 

比较 原理 。 设 如 on 与 屋 6 才 是 下 项 级 数 、( 5) 半 对 一 切 


1 


ow<64， 则 从 级 数 号 0 收敛 知 级 数 衬 co 收 化 《6) 尖 


EN 
对 一 切 h EN, 有 ox 之 bn; 则 从 级 数 忆 b, 发 散 知 级 数 2 ov 发 人 


积分 判别 法 ” 设 f 是 Cl，+ 吕 ) 上 的 正 值 递减 沙 数 ， 且 om = 
321 


= f (mn)， 则 可 an 收 化 的 充 下 条 件 起 ， :im | 7(x)dx 存在， 
DAlember 关 别 法 〈 也 称 比 检 法 ) 对 于 正 项 级 糙 忆 oo， 


其 lim =p, 则 当 p 之 1 时 级 束 收 人 级， 当 P 沁 1 《包括 P 
= + co) 时 级 数 发 散 ，Pp = 1 肘 不 能 判定 。 | 
Cauchy 判别 法 也 称 贸 检 法 ) 对 于 正 项 级 数 习 om， 若 


jim os= pP， 则 PP 之 1 时 级 数 收敛 ，P > 1 时 级 数 发 散 ，P 


= 1 时 不 能 判定 。 

几 正 负 项 相 闻 的 级 数 ， 也 就 想 形 如 

at—artas— oft Co 1 mtetan>0 t= 1, 
2， ea 
的 级 数 ， 称 为 交错 级 数 . 

对 于 交错 级 数 ， 有 下 面 的 简单 定 埋 。 


ibm 定 理 如 条 一 个 交错 级 数 习 B (一 1)*71 0 和 的 项 满足 
Ci) 单调 减少 ， Beg Sanc 从 = 1,， 二 “a 有 Cii) lim a, = 


有 py 


0 ， 则 级 数 怠 (~ 1 P+ian 收 伍 。 
hb 变换 设 we，Be (i = 1，2，*…， mm》 是 两 组 数 ， 令 


er. 站 


.4 ,a p= 1, 2, '*, 1 


Ne Bi= pn+ AitP:; — Bi 1), 


了 了 23 


Abel 下 强 ” 设 ai 之 as 产 … 首 om 0， ti 一 组 
实数 。 令 


» 
sy = 2 Hes [spl CP=1, 2 ", Ih), 
E= 1 


fal, 


则 有 | 于 a 
R=] 
Abel 判别 法 若 ( {65%} 是 进 波 的 正 数 数 列 ，(ii) 如 on 是 


收 策 的 级 数 ， 则 习 ob 是 收 伍 的 ， 
birichiet 判别 法 洪 (C7) {5,} 是 递减 数列 ， 且 jim en = 
0， (ii 存在 M， 使 


村 
Dar = i Ct 一 工 ， 2 ， "a, 
= 1} 


WN Bon pn 是 收 语 的 。 

级 数 忆 on 称 为 绝对 收 敏 的 ， 是 指 级 数 也 | on | 收 化 ， 显 然 
这 时 级 数 如 on 也 收 化 。 若 级 灼 室 cn 收 做 而 级 数 立 | sw| 发 向 
则 称 级 数 2 ov 是 条 件 收 短 的 。 

洛 姻 汶 mkz3 的 级 数 称 为 函数 项 级 数 ， 这 里 级 数 的 项 wm(x) 


Cn = 1，2，-…) 都 是 某 个 变量 的 函数 ， 使 级 数 加 wn(x) 收 和 
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考 


购 < 值 的 全 体 所 组 成 之 集 叫 做 此 级 狐 的 收 苞 域 ， 而 称 冰 数 


二 《人 二 1 DD us). 


为 天 级 玫 时 cc) 的 和 ， 其 由 后 于 这 个 级 娄 的 站 人 


若 函 数 了 在 xs 有 各 阶 有 穷 导数 ， 我 们 称 级 数 


[| In} 
3 fr™ 8) )n 
全 兰 日 


nt 


为 了 在 x, 点 的 Taytor 般 数 ， 在 实际 应 用 车 ， 为 了 简章 起见， 往往 
取 xo= 0， 这 峙 的 Taylior 级 数 
于 fre0} 


tt 
如 2 和 


(07+ 


称 为 Mactaurin 级 数 ， 

应 当 注 意 的 是 ， 一 个 画 数 药 Taylor 级 娄 并 不 一 守 族 和合 ， 并 且 
即使 收 和 化 志 太一 定 收 伍 于 这 个 困 数 。 

有 关 级 数 的 更 多 的 材料 ， 可 参看 [5 1 或 56 ]。 


问 是 
1. 设 {o} 是 汪 -个 正 数列 。 证 明 


Tim # (人 - 1})>1, 


fo 


拉 且 就 木 等 汪 右 六 的 数字 1 不 可 能 被 任何 较 大 的 数字 所 代 将 . 
.证 《 反 证 法 》 假 设 结论 不 其 ， 那 各 存 在 正 整 数 0 全 天 
Ho 时 ”~ 
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1 (2 nt 1 eg le 


此 不 等 式 等 价 于 (os . 


1 Un Un+ 1 


al: 
lr 


n+l nn +1 | 
将 中 伏 次 用 8o ,ad 1 nt 及 一 1 代入 且 将 结果 相 
加 得 四 ”i 


这 与 调和 级 数 发 琴 性 相 亨 后。 
为 证 工 不 可 能 镀 较 大 的 数字 所 代替， 可 取 cr= RAH = 1， 
2 ， 则 在 


"(te 1 )= 1 


此 式 对 大 的 六 王 以 任意 接近 于 1。 六 所 cu 三 二 6m， 见 


lim n(n 1 = 了。 

oo (~ Le 1 7/ 

2 . 设 之 ， an 是 递减 的 正 项 发 散 级 数 ， 证 骨 当 -co 时 
亲王 1 
1 寺 Us Tet yn 1 1 
doT oT TT an 


证 ”把 分 子 与 分 坪 分 别 记 为 上 4 与 了， 显然 4 之 8 是 
A ddstuim td pb»， 
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双 2 828+A=a, = Torrooln 二 oo) 
A. LA-2 | 1 . ff. ~ 
旋 | :| 天 0 (oo)， | : 


因此 ，A/ BE(n 一 00)， 
8， 说 [ oj 二 正常 到 ， 令 


Cg Fa, +. 2 十 an Bi 1 + 十 cm 
= mm 一 


= 


已 刀 lim sn 与 lim rs。 均 存在 ， 证 虹 lim sw lim rn 1, 
HN . no 人 on 
证 图 lim sn 与 lim rw 去 存在 ， 故 Lim snra 也 存在 ， 且 


lim sers= lim ss lim rn, 
革 -oo fi 和 


惕 积 m:rnss 等 于 nn 个 二 加 上 由 壤 拓 六 的 所 有 对 《i?，7 了 ) 形 
成 的 n(n 一 1) /2 对 形 如 qsas !+ Gjyae :的 项 。 因 对 一 切 正 数 
x ， 都 有 

艺 于 2 
邦 知 n 7 rashn 2 n+n(tn-1)= nH, 轩 此 ， 奉 一 切 靖 ， ranin2 1 s 
代 而 

Tim rn lim. sn =lim suin2> 了 

息 一 -0 折 

4 设 gn 站 ‘9 = 十 了 = 证 朋 数列 {( 1 at | 十 口 
1+ on )} 与 级 数 加 a 同时 全 散 ， 

证 因数 列 {C1 a (1 +as)m(1 tn)) 与 级 数 之 (1 

机 二 


$26 


+ an) 具有 相同 的 敏 散人 性 ， 故 只 要 证 明 级 获 ln (1 + on) 与 级 数 


翌 “同时 仇敌 即 可 。 由 于 当 lim on = 0 时 有 


lnt 1 + a,.) 
lim Lt, 


因而 也 Ja (1 + om 与 对 同时 钱 散 
5, 设 01>as 之 Gs 之 … 之 0。 证 明 级 数 琶 oo 收敛 当 且 仅 当 弘 


数 弛 2F0,# 收敛 。 
k=0 
证 令 sn=a1+tas 寺 "mtan f= 0 +20 十 二 人 2 
当 # <2* 时 
Fn 二 {0 + as) 路 saw 十 COsk 十 二 
< 2d + +2 rasp = tps 


当 # > 时 


ja 4 + (qa ta) t+ CaaR-l itt Tk) 


> 二 Gy 十 2 十 十 2 ok = 二 i 


因此 数列 {se} 和 {i 对 同 时 有 界 或 同时 无 界 ， 人 而 代数 号 <. 马 
sxa > 同时 版 仇 或 同时 发 散 。 
6, 设 给 定 正 项 级 数 3 证 朋 ， 着 2n4t 1 所 0n《 =1， 2， 
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"3) ’ 于 | 


- 立 
lim -2 一 户 量 
区 0 总 轴 


1 Se T ,2° 
则 当 P “< 二 时 加 oo 收敛 ，p > 时 立 v 交 最， = 必 时 不 能 
n= 和 =] 
定 。 
证 当 lim "= P< 二 时 ， 有 


oo 
i 
op 1, 


Ch 忆 


取 上 站 = 2%, 产 为 正 整 数 ， 则 


放 直 比值 判别 法 知 总 2+0,4 收 各 ， 本 由 本 章 间 题 5 知 加 on 收 全 
唉 习 a 收 全 ， 


同 理 可 证 当 > 让 时 器 至 于 P -三 时 类 人 只 权 


和 ”如 Tr 
六 再 个 便于 就 各 了 。 全 如 名 二 与 昱 jr 一 二 者 均 有 1 lim 


am = 二 但 前 考 发 散 耐 后 考 却 收敛 。 


性 
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流 ”这 个 问题 是 由 刘 秋生 “7 1 得 河 的， 他 还 证 明 ， 风 是 能 用 
比 信 判 别 法 判定 的 满足 条 件 cr; scn 的 正 项 级 数 习 oo ， 都 可 以 
用 问题 6 的 方法 判定 ,反之 并 不 成 立 。 因 此 ,对 于 满足 4+ son 的 
正 项 级 数 如 on, 间 题 6 的 方法 较 比 值 判别 法 更 为 广泛 。 事 实 上 ， 
可 以 证 月 ， 车 


证 著 lim “= p<1， 则 任 给 >0, 容 在 正 瑞 数 n， 


屡 当 1 六 0 时 亿 有 有 


dntr1e 7 p + 8,. 
dy 


同时 有 tc P 十 中 一 P+ 2 


Untl -1 


把 它们 乘 起 来 得 


an (p+ En, 
dp 


社 手 入 洲 务 靖江 入 1， 故 
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同 理 可 证 ， 者 1 p>1, 则 
， 攻关 n 


出 此 可 见 ， 在 请 足 条 作 cn ; 志 & 下 的 正 项 级 数 ， 几 必 比 迷 淹 
别 法 判断 的 都 可 用 问题 6 的 方法 去 汰 断 ， 其 道 不 真 。 例 如 ， 汪 虑 
级 煞 


[| nh 
A nle™ 
这 里 an>>en+;， 邯 > + rir 后 一 不 等 式 可 以 从 


sf 1 + 工 ) 直接 推出 ， 而 且 厢 
天 


lim Gan im 20 , A en 
| 9 全 性 性 0 (2n)! 如 nn 
i De 3 
oo nmen (2n) 
| (DN) Ten IANN Nee”. 
= 下 一- 一， -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
上 -ce 1 V2nt2n) (20 ) :en 
2 1 
-2 2 


歼 级 数 汉 ;za 发 静 。 但 对 此 级 数 ， 比 信 汶 别 法 谣 天 法 判断 其 全 


散 性 。 
周 药 锡 5152 在 刘 秋 生 工作 的 基础 圭 ， 得 到 了 关于 判别 正 项 级 
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数 敏 族 性 的 更 为 精 映 的 方法 ， 恋 考 如 兴趣， 可 参看 作者 的 原 


文 。 
7. 摊 as 直 0Cn=i, 2 ， 有 jimas=Gfa 关 0)。 
、 < .| 1 11, 
证 明 级 数 书 | oo 一 onl 与 台 | -一 下 | 同时 化 散 ， 
入 = 只 1 
人 | 
证 设 DD) tn, = | an 一 ol 1» 
州 =1 证 = 1 
汪 的 一 
说 2 es 人 各 + {lm (2) 
量 热 ， (1) 与 (2) 均 为 正 硕 级 数 ， 且 
| 一 
lim 人 = Tim sl mn = lim| an.ian| 
1 Ro ， | 1 二 ， 


Untl Un 
a 二 0， 
因此 ， 级 堵 叶 与 立 wm 同时 化 散 ， 节 级 数 之 | on 一 on | 与 忆 
村 = 性 = 1 四 二 


1 1 


ri 


同时 伍 获 。 


Tntl On 
8. 设 1 这 as 这 a3 字 " 记 0， 上 且 级 数 之 on 收 敏 。 证 明 tim 


non= 0, ， 
证 企 给 E>>0 ,由 是 该 及 Cauchy 收 伍 准则 知 祥 在 让 1 着 纺 
> 六: 时 
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久 因 dn 1 Gn， 证 . 


《1 一 1 )amw<< 一 。 
- 2 


又 lim an= 人 0, 阁 存 在 NN;， 党 n > 时 
Hm 


已 
他 四 
"< 
取 #9 = maxf Ne,}, 叫 站 下 > 于 


E 忆 
0 Enan= Na t (rN + = &¢, 
2 2 


3. 根据 任何 正 整 数 a 能 够 表达 成 9 = 25021+ 1 ) 的 形式 ， 沪 
时: 车 gn = Ee *， bn = O10 Un 则 级 数 避 局 收 化 。 


证 因 任 何 严 整数 站 可 坛 为 
n= RCD 1) 


le 


的 形式 ， 其 中 上 和 4 是非 角 整 数 ， 故 妆 # 是 奇数 时 ，R 0， 当 
六 是 偶数 时 ， 上 是 一 个 正 整数 ， 后 此， 省 和 是 音 入 时， = 1， 
当 闻 是 博 数 时 ， 站 和 Sa 于 是 ， Dn 1 内 击 


bs= b+ 20 + 2 +t 


=1 
内 Donts/ ban = Ganrldanrassc ， 
故 级 数 习 b 是 收 伍 的 。 
放 宇 


10， 若 正 项 级 数 强 qs 收 敏 ， 证 明 级 数 位 V 丙 57 也 收 和 。 
蛤 二 上 玉 一 】 


生生 之 


[对 | 
rr 于 答 也 用 籁 ? 区 和 如 由 证 


a 
一 1 


反之 ， 若 习 Taia Ti 收 黎 ， 问 ， 
总 二 1 攻 

音调 的 ， 且 以 omanri 收 化， 问 ， 级 数 忆 o* 是 否 收 敏 ? 
和 解 因 (va Ta )2 = ay 一 2 Vanantit anti> 0 页 


— ~- .1 
V anonr i (nt du) 


车 正 项 级 数 如 on 收 但， 网 了 《autan.1) 收 笋 从 而 光 
=1 性 二 1 三 
Vandn+i 世 上 股 敦 。 ，， 
反之 ， 著 加 VT 政令， 出台 4 米 必 收 合 ， 便 如 ， 取 
| ” - 
SN 2 


1 
0sn-1=1， don it = 1， 2…) 


oo 
” 多 之 Vonanti 二 
区 二 上 他 = 


敏 ， 但 立 oo 发 散 ， 
洲 {awn} 单 润 减 少 ， 
Vanant dnt is 
因 晤 vi 57 收 敏 ， 故 忆 an 也 收 全， 
这 时 Dao 发 散 
11. 届 下 项 纹 几 习 on 内 ,。 志 示 它 的 前 # 项 之 和 。 证 钥 


!" = 


可 了 


印 On2 Tn+ 13 册 


由 {aa} 单调 增加 ， 妈 on 专 


an+s。 则 im 1 ln 0 ， 


证 “由于 os>> 0， 立 on 发散， 故 对 任意 给 定 的 正 整 数 #， 


5 1 
5 
| D3 人 天 女性 二 Tm Onti t+ 十 a 
Ar=n+ 1 3 | Soy So 
dm”— Wy 
= 种- 1 一 -和 > 
Sy Tey 之 


效 由 Caichy 准 则 得 习 2 发散 。 


12。 设 {uw} 是 正 的 单调 递增 数列 。 证 明 级 数 沁 (1 - a -"-) 


妆 {wo} 有 界 时 收 镶 ， 而 当 {ws} 无 界 时 发 散 。 
证 车 {ux} 有 界 ， 则 lim w= “存在 ， 故 


在 WH nt TH Hi 
四 
Ke ! ! 
Co 人 
因此 之 一 洗 收 人 敏 。 而 
= ] 


0<1 Hn tl 


| il 


故 由 比较 判别 法 ， 忆 (1 -六 政策。 


若 {a 中 无 团 ， 删 汝 站 -ooe 附 x+ co。 
由 于 " i 
四 十 户 1 ，， 一 np tr 一 时 
人 1 ~ _ 一)= HEr1 Hk 


2 
fr 声 = 于 1 上 二 于 折 + 事 + 


于 是 


由 Cauchy 准 风 ， 便 知 级 数 交 ( 1 一 二”, 发散 
13。 没 让 项 级 数 号 os 光 足下 述 条 件 ， (1) { 启 (ow- on) } 


对 nH 有 办; (11) 《ou 单调 递减 且 趋 于 0 。 证 明 级 教 孔 an 收 人 钱 。 
证 ”由 所 给 和 条件， 存在 正 数 对 使 得 对 一 切 正 整数 站 都 有 


时 
0 < 之 (aas 一 an) = 17。 C1) 
=] 


性 取 正 过 数 mm . 设 # 之 贡 ， 则 有 
Ma tt omt Umrit + tn Nan 
atemtam— mant dm tt tan— CF- 1) an 
EA 十 和 十 
dm 一 Ta 六 人 站， 
即 : 0 mom-— an) Mm, me 1 2 *"), 
入 让 co 得 momnsMOmnas 1，2，…)， 代 入 《1) 式 便 得 


医 
0 < 之 a 2M (= 1 2; *"*), 
=] 
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因此 ， 正 项 级 数 于 oo 收 化 。 
此 = ] 
14。 设 数列 {ew} 单 调 递 减 赵 于 0 ， 腹 
bgp= dp™ Dapr1 +t ogra > O Ch =1, 2, 0), 0 
证 明 沪 hbn= a 


证 由 (C1) 得 Ok— Og — Upres> 0 (R= 1, 2, 
wy 令 mm 


cp=.de™ Gpr1(R= 1，2，… 小 


则 {cs} 洁 调 递 被 趋 于 0 。 显 然 ， SE cng ,因此 当下 -0 时 en 一 
0 ( 参 油 本 章 问 题 38，， 色 ”| 


lim # (an— cnr1) = 0. C2) 


1 oo 


由 于 


季 性 
之 Rox= 之 BRL(lap— gg} — (G11 — Opes)) 
=1 一 上 
性 
= DEh a dr) Ctl) Cane 一 Ge) 
一 ] 


区 
+ 之 CO 1 UR ) 
= 


二 好 1 一人 一 【天 二 1)8408+ — Ons) FO ~ In+2 


=01r Oni2 全 1 Jon+1l 一 GD 
因此 由 (2) 得 到 之 ROk= Ole 
=1 
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15。 议 Wo Hi + Un 关注 民 
ta = Yurnrp( n=0, 1 2, *) 
R= 1 
sed 
的 数列 ， 还 上 申 ， 若 避 ww 慨 航 ， 风 wR 0 (有 二 0 1， 2 *")。 
1 证 三 科 


证 显然 有 tn un # 二 11， 2 由 


若 立 收敛， 刚 存 在 及 之 1， 贷 > GT 从 而 


j=1 1 = ] 
ED 
一 1 2 5 
Hp UR & 1)< He 
7 = 尺 二 1 


为 比 ， 让 下 二 Hk+r1is 就 uk,1 = 0 ,这 去 半 如 7 了 六 吕 ; 寺 有 Hi= 0。 鸯 


了 = 和 二 


故 推 知 当 7 之 & 二 1 时 亦 有 wj= 0 。 
16， 设 on> 0 证明 级 数 


站 4 


Ty ' Gy 


之 (ta) Tadd 十 en) 
是 收敛 的 、 , 
证 因为 
a 1 


(Fad red lito) (Padllta)(l+an) 


1 TT 
《1+aif1+ez)…f1 + an) 


3 


sw 
i (1 + oD tl +t as) tl +t a) 


1 1 
(1 Ta ta) tl tao) 


而 co> 0 ， 故 数列 { 一 -一 -单调 递减 且 有 


(1+aD) (4 tl+an) 
下 界 ， 因 而 收 化 。 由 此 可 知 ， 原 级 煞 也 收 敏 。 
17。 设 立 0 为 收 化 的 正 项 级 数 ，{0。- cn, ,严格 单调 递减 
证 明 
1 


lim 一 一 = +eo, 
和 Un+ 1 人 


证 显然 ， 级 数 避 Can- ds1) 收 施 ，Has>ani1>0 (n= 
RH=1 


1， 4 re 又 


1 
Cnen+TI 已 nm 
i BY Ca ~ aigs1) 
Gn Unrtl Dn™ Onry Un -an 请 = 


0 < 


< >) (ant GER+1 
R=n 


-1 1 , 1 
im. (二 一 -六 liim oe 一 一 十 oo。 
neo ao 
sl 中 
R=- 
其 1 ( ! ) + 
1 一 “i 二 Ce 
rn Unt 1 dn ” 


了 了 将 


18。 设 级 数 习 on 的 所 有 子 级 数 都 收 售 。 证 明 马 on 绝对 收 


化 。 
证 令 


ax lan on -olanimon, 
2 
则 六 与 SC- af 分别 是 全 ea 的 一 切 正 项 与 下 项 负 项 作成 的 
= 并 = 1] 答 一 1 

子 级 数 。 根 据 假设 ， 习 of 与 辣 (一 4) 芍 收 人 第， 从 而 之 开 与 之 
下 二 中 一 1 中 一 上 一 

ar 都 收 仿 ， 故 局 16a1= 这 Cent gd 扩印。 

乔 三 1 赃 =j 

1 3 ， 设 5n 二 站 ， n> ntit 折 =1, 2, ""), 县 lim dn 二 


证 明 级 数 


CO | Tn 人 tr 一 .pn 
rm 特 - 1 一， -一 一 -一 一 一 -一 
之 (1 2 


是 收 但 的 。 
证 因为 
| Qi1+ Osteton_ a astm dnt 
作 并 十 工 
= a a 
+) 


(G1 Omri) + (G2 Onti) Tt an anr1) ~ 0 ， 
n+ 1) 


所 以 了 全 二 加 一下】 是 单调 总数 列 。 又 因 Ji on= 0， 圾 


3#9 


。 二 三 四 生 
lim CU 1 


1 汪 一 GD 


因此 ， 由 Leibniz 判 别 法 知 原 级 数 是 收 伍 的 。 

20。 (Abel 引 理 ) 设 {on} 是 实数 列 ， 其 部 分 和 sn= ci 二 az+ 
十 Gn 汝 是 ma sn 裤 开 (人 EN， 由， 是 实数 ) ， 又 1 中 是 满 
足 Di2>pai2z20 的 数列 、 证 明 ， 对 rn EN 有 


上 
mb parbr< MDD, 
R=1 
证 易 知 

轴 nt 

dpb > spyt by — by+1) 一 SnDnrie 
R=1 ks: 

因 8; 一 bx, i120 9 sr M, 邦 


证 只 
> dbx MM 《一 bi.:) +! 守 -一 Di。 
下 =1 k=1 
革 
尖 亿 地 可 证 mbis 之 dp bk 


21, 证 明 无 穷 级 数 > 0 疏 争 1 充 要 条 件 是 对 每 个 正 整 数 
列 {pn}， 有 


1 一 Gnrl 十 Ga+rz Tt dnrp, Ot 全 co)。 


证 必要 性 ， 设 加 on 收敛 ， 则 对 任意 。 沁 0， 存 在 正 整 数 
mo， 当 和 ## 之 ts 时 对 所 有 户 ， 有 


_ i 
| en + iars tt"**1 Rp ts 
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雁 而 当 # 半 nn, 时 有 
tn [一 E 大 


充分 性 : 省 级 数 之 on 让 散 ， 而 站 在 某 个 正 数 26， 对 任何 正 
束 儿 mv， 存在 ”no 及 户 ， 使 


| Ut 十 如 必 二 十 十 dnp | En 


由 于 ns 是 任 取 的 ， 因 而 存在 正 整 数列 {pa}， 使 对 应 的 数列 {i 不 
收 敏 于 0 ， 矛 逢 。 


22， 没 ss 是 无 穷 级 米 加 0 的 部 分 和 ， 再 设 数 列 {6} 满足 条 


性 ， 
Cr) 烙 列 {sn2nt1} 政 人 钱 ， 


《1 ) 级 数 之 Sa Ch; 一 nt 由 性 绒 。 
n=1 


证 明 了 anba 收 化 。 
证 因为 


H+ pa ?+n 
t= ok one > SR 一 
三 及 十 ] 


良 二 奸 牛 1 


™ (Sn pn 一 Sn+p 站 和 + 网 
对 于 每 一 信也 取 的 正 束 数 pa ， 利 放 题 设 有 有 本 章 问题 21， 有 
ta- 0 ‘ 0) 
从 而 总 oanbr 收 访 。 


,分别 在 下 列 情 况 中 ， 证 明 愉 六 问 题 22 的 条 件 是 威 立 的 ， 
341 


《了 ) bn > Dnritn =1], 2, 1), hb, m0{n 一 Co {ss} 是 
有 界 的 。 


(fi) bn>bnri > on = 1], 2， 有 Sa, 收 敏 ， 
R=] 


GD B60 (8 这 co0)， 玉 164: 一 65n| 收 合 ， 且 {sa} 是 有 
t=1 


界 航 。 
证 《i) 因 {sw} 有 界 且 lim bo= 0， 改 


snbnri> 0 (Ho0), 
又 由 于 0s- bpr1) = Pb.— bnr1s 
故 级 数 之 (pu 一 pr 是 收 八 的 。 [LU pn 1 牙 之 ) 《Do 一 Da 1) 
= ff=] 


是 绝对 收敛 的 ， 从 而 之 sn(on- bw ) 荐 收 钙 的 。 
C7) 周 ppoitac， 鼓 limn ,=0o 存 在 且 d 守 4a。 


而 {tsaj} 收 伍 ， 埠 {snpn:t} 也 收 总 。 又 册 于 


之 (by— Bryi) 一 已; 一 ir 一 Got pi -op 
兰 


因而 立 ss(ba- bne1) 是 收 儿 的 ， 
CN) 由 题 设 守 sw bw 1>0 (n>co)， 答 利 用 在 (7)， 
(ii) 情形 中 的 论证 知 袜 sn- 5 ) 是 收 误 的 。 


因此 ， 如 果 满 足 上 述 三 个 笨 件 中 的 一 个 ， 那 么 本 章 问 题 22 的 
条 件 都 县 成 立 的 。 
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让 


数 已 ov 世 收 竹 。 | 
二 ， , P= 1 
怀 该 jiam 2 hlan— or} = Tim Pon 3 1 全 9 可 
i "Tm So? 
记 作 
gy. n 
non ~ h(apm op) 
副科 kal 
wl 
故 lim 1 a = 了 一 人 
并 -了 = 
即 级 数 习 oo 收 纹 ， 
、 


25. 该 级 数 立 on 收 化 ， 写 (bw - 1) 绝对 收 伍 。 证 明 级 
数 本 cbs 也 收 线 。 


证 因 级 数 之 oo 收 全， 故 据 Cauchy 准则 ， 对 任 给 = > 0， 
存在 正 整 数 4,， 使 当 n >n6 及 任意 正 王 数 p， 有 


+ 


2 ag 


| 


<e。 


又 因 级 数 加 (bs 1 - bw) 绝对 收效 ， 故 存在 正 整数 只， 使 当 
rm >>mrs 及 任意 正 整 数 疙 ， 有 


[a 
> brrr— brl< es, 
R= 


: 轴 绷 娄 到 (5941 bn) 收 但， 放 其 部 分 和 效 列 二 写 《bpyi = 
Of Ot WA MN | 
» [bnl MEn = 1, 2, "), 


据 Abal 变 的 当 n >maxt{no, fg 时， 对 任何 正 整数 有 


:4 


H+ 让 中 二 
之 anbn 三 | (b= bns 1) mt 十 《nt 一 brs 2) 人 
k= ， + 请 所持 
nt 起 一 1 n+ 
由 “| 1 
Fret (brip- 1 一 站 my) ,之 CE nrg UE 
=Hh 
1 证 十 二 
bs — bnrl! * [om + bn ~ ns | | 
ntp-l 


， ' ” + 反目 四 
十 各 十 | rp 人 op|。 了 or 十 | 5。 之 Uk 
= 让 


于 十 让 一 1 ， 
<( > lbpe byl )e + MEE + Me 
= 着 


长 


因此 ， 据 (Cattchy 准 则 ， 级 烙 之 crew 收 策 。 ， ， 


26。 设 级 数 人 no, 下 襄 ， 证 明 级 数 
上 二 1] 
ts, nt a0 + Bows Tt rt hail Tu {<1} 


也 政策 且 lim i = 0 . 
证 令 $n 二 non CR 二 Tianrtt nt 二 21) gnim 人 Tt ars 
刚 “nn 人 1 一 Hy HI] a, = 【人 _ Sah yn 


$44 


由 Abel 变 换 得 


9 1 + J 

之 (ht Danks 让 十 所 {imi 一 nrkr1) 
=0 -0 大 
Py 


| no 二 1 上 和 R 士 ] E -) 
no 二 ttl > n+E—1i + ks, 


因 级 数 于 na, 收 伍 ， 故 im sn= 0。 又 
办 二 1 内 ~ 


本 时 


吕 ( 了 
1 十 玫 H+-1 


收 级 数 《1》 收 货 ， 且 有 


27， 讨 论 级 数 


lb 


1 22 33 A 


的 绝对 收 丝 与 条 代 收 江 伺 。 
解 《1) 车 Pp 之 1，9 祈 1， 则 


i 
pc 对 0 ， 

lawslS 
[ir b>9, 


由 比划 :独唱 法 知 ， 此 时 识 论 线 数 绚 对 收 仑 。 


《人 六 S0，9 拓 0， 则 所 论 级 数 发 艇 。 
C1 着 0 之 P19 六 1 (或 pp 0 之 dR1)， 
弘 以 4 之 了 之 1 ，9 六 1 为 例 ， 考 罕 级 数 


生计 + 全-2)+… (1) 


SO 1 CO 1 
由 于 之 (815 公 散 ， 之 (Can 收 伐 ， 故 级 数 《1 发 散 ， 


从 而 所 论 级 数 发 散 。 

(rp 车 0 之 J 之 89 太 1 ， 者 窒 级 数 

1 Nii 1 

(5 二 -5 + 【全 1) 二 + 和 42) 

1 OD 1 

由 于 on 一 1)7 38 Gr msl1 Cae (2n— 1)7" 
故 级 数 (2) 发 散 ， 从 而 所 论 级 数 发 攻 ， 

胃 类 机 的 方法 可 证 明和 0 < 所 并 时 ， 所 论 级 数 发 散 。 

(2) 著 0<p=9?s1， 则 所 论 级 数 条 件 收 笋 ， 

综 上 所 述 ， 当 了 了 祈 1，9 六 1 时， 弟 对 站 化 ; 当 0 之 了 =9 
心 1 时 ， 条 件 收 伍 : 其 余 情 形 均 发 散 ， 


28。 证 明 ， 如 果 将 收 伍 级 数 > oo 的 项 重新 排列 ， 使 得 每 一 
项 离开 原 有 位 置 不 超过 品 个 位 置 (m 为 任 一 给 定 的 正 整 数 》， 则 
重 排 后 的 新 级 数 仍 收敛 ， 且 和 不 变 . 

证 设 衬 oo 的 "项 部 分 和 为 so， 和 为 *， 即 


lim s = 3» {1)» 


人 on 
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lim cn= 0 (2) 


作 oo 


由 (1), 2) DE 对 性 意 £ 半 0， 存在 no 人 六， 党 站 
之 fio 时 ， 有 


LE s|<ef?, tanr 1 {< ef/2m, [an a |<é/2m, “a 3 
设置 排 后 的 级 数 1 项 和 为 cs。 岂 题 设 知 


好 四 二 了 Sma 二 bi ,0 二 Dns 
其 中 8,， bs bm 为 原 级 数 之 an 网 种 生 中 I 项 至 第 竹 十 必 放 
r=! 


项 中 某 w 项 ， 从 《3》 知 ， 当 “之 1 时， 有 
[bxl <e/2m( k=1, 2, or, 1), 


于 基 
Jonim— 5 |= |snt hitbstmtbm— | 
|ss— 5|+ 1 + |b | + e+ |bmnl 
Ej2+e/2mir iE/2m= 3 

ym om= 


Ho 


9 的 定 级 王 忆 “ 全 ,其 中 o 均 为 实数 。 证 明 ， 丰 在 r (~ oe 


<r 所 +o0)， 使 当 x <<r 时 级 数 忆 吧 发 散 ， 而 当 *>>r 时 收 
钱 | 
证 首先 我 们 证 明 ， 荐 如 党 收 化，X E(- 吕 ，+9o)， 由 


oD 


对 任意 x >> 入， 沁 成 也 收 化 
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而 x - 和 >> 0 ， 故 和 局 寺 ] 为 一 单调 递减 的 有 办 数列。 因此， 由 


Abe] 判 法 知 级 数 袜 品 收 全 ， 
芍 证 题 中 + 的 存在 性 。 
事 湛 上 ， 车 对 任意 x E (一 co，+ oo)， 级 数 车 党 痢 收 人 或 
和， 
On 


Xs Ya CC (一 oo + oo), 贷 之 a - 此 搬 ， 之 -oo7 收 俩 。 由 


E={*: 3 ag) 


则 集 巨 韭 空 且 有 下 界 ， 讼 + =infE 存 在 。 此 + 即 为 所 求 ， 因 为 按 
下 确 界 的 定 郊 ， 有 Xn rn eo nh, 2 由 前 面 
证 得 的 秆 果 知 ， 苦 > >xn， 风 <xE 关 。 因 Sn 代 (证 co ， 族 
对 性 意 x 之 +， 名 有 * EE,. 着 “人 的 定 尽 显然 立信 五 ， 


时 号 2 这 全 


30， 设 (%) 对 于 正信 有 总 六 ， 证 且 当 = 是 和 大 时 可 以 
示 为 级 数 - 


如 
NX) Sai 
Ee x 


这 里 cov 0 是 袖 数 。 证明， 当 且 饮 尖 go = a 邑人 时 ， 级 数 


pL) PE PHY+ 上 
收 敦 。 . 

证 必 蓝 性 ， 因 为 对 于 足够 大 的 xx， 级 数 
4 Chie od TR 


Qo 十 上 十 ca 十 直 昌 和 
x x 


收 敏 ， 所 以 对 于 革 个 呈 ， 有 on/ 一 0 (n>55)。 于 是 存在 
oc ， 使 得 cu 所 ca， 从 而 当 x >>2c 时 ， 


好 | ei 
一 三 十 一生 十 sr 
NX” Xs Xx 


亦 即 mny=u+ i eCn), 
- " pe 


这 里 对 足够 大 的 | s(n) 之 KK/n*。 现 在 可 以 看 到 ， 当 ao= 
rm | ji 

os = 0 时 ， 级 数 也! (4 ) 收 代 ， 这 此 因为 收敛 级 数 空 为 其 
优 级 数 。 ， _ 

充分 性 ， 如 果 于 (n9 收 全 那么 中 (fy 0《N 一 co) 。 
由 此 cu = 0 。 如 果 此 时 gi 汪 绰 ， 那 么 中 C8) = 了 6 (nm) 二 
二 +0 志 放 . 与 调和 级 数 相 比较 ， 可 部 级 数 到 中 (9 发 散 ， 
矛盾 ， : 
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314 入 立信 入 nr1《《 半 a [Ai +e0) 
上 的 正 值 非 防 函数， 使 得 


+ df 
人 tm(t) <+%, 


证 朋 级 数 之 Th) (二 ~ 天 一 ) 收 化 (5223， 1964, Pp 、445)。 


oo 
-i 证 . 因 ,人 oq 《六 + 1 ) (元 - 人 一) 


Mn+ 1 一 入 


一 i 


车 王 ] 和 n+ 1 中 (An+1) 


Me 


< 1 RD < : 
族 吕 5 收 贷 。 又 央 
2 70 )- A) 
- (1 -Re 让 


< (say- To) < 


故 级 数 2 可 (二 - 记 -) 也 收 伍 、 
32， 了 是 佬 么 实数 时 ， 级 歼 


到 十 reosx ricomDy ricosdri an 


Mn+1 


3 


了 


的 所 有 帮 分 和 对 所 容 的 % 非 负 ? 
媚 国 为 +4reosx> 9， 所 以 | r 人 我 们 记 Cy) 


Freony ricossy 刚 计 = hn 了 cosy = a 


Py -rsisyC 1 + 4rcosy)} = 站。 
因 r bs 二， 故 在 第 一 种 情形 下 ， 9 (yy) py 而 在 第 二 


种 情形 下 ，9 (7) = 一 填 +r (二 1) 之 ~ 书 " 因此， 对 任何 


y, Fy) 2 
中 和 号 


其 次 ， 我 们 求 得 
Sun+1 -+9 十 rimladx) 二 ore 十 六 2 人 对 pidn-1x) 
> 上 -2 1 riertr2 R11y 
2 8 


1 3 1 1 ) 
-一 一 一 一 1 十 一 -十 * 十 -一 ~- 
> 和 


， 一 一 急 二 17 
4 4 一 } 一 1 人 


-一 一 一 . 


~- 了 
2 8 


”六 
0 _ 1 
时 COSDIN San a _ 性 。 


1 一 ‘i 
Sants = 2n+i tr Dnt 


因此 ， 当 1+ | < 二 上 时， 所 有 部 分 和 非 负 。 


33, 证 明 习 下 六 过 为 条 件 收 伍 级 数 ， 


好 1 


CDOs 3 _ cos( tm 十 +3) 


证 国 ， Dsinne 2 = 2， 3 
gw 2 sin— 
2 
,tn . , . 
3 , 1 1 £ 
故 SD! sinn 一 C1 二 1 a 2 让 3 时 ae 
， 1] . 
州 吾 了 , -Si ， 
2 ' 


2 > 时 1 工 Fiiz>f 且 年 泗 减少 敬 于 0 ， 故 由 Dirichlet 判别 
法 ， 级 数 
ian 


lnn 


+i ' ”下 


粕 严 也 


收 仍 。 又 ， 对 任意 2 E(-o9，+c0)，sii' .与 sin( x + 1) 不 同时 
为 0， 琢 


Ferx)=|sinx| + lsin(x+ 1) 
是 (-- cc， + ce) 上 的 正 值 周期 连续 忠实 。 是 ， 存 在 1 六 0， 使 
fo LLX EC eo +o0)), 


因此 ， 
Lan 3 jsin 28 | lin C28 + 1)| 
1 EE Inakg mpi) 
着 王 1! no 2 雪 nF? 


=o oo | si 人 | 


而 之 ry 发 散 ， 改 之 ， lnn 受 受 获 。 


D3 
34， 求 级 级 之 cas 的 收 化 域 ， 
i 


解 ” Ci》 当 % = 在 轩 ， 肖 表 是 汐 收 纹 ， 
QI) 当 x 记 0 时 ， 有 


] sinnax 1 
故 原 级 狐 钨 对 收 货 。 


(1》 当 X 扫 0 时 ， 则 

ax) 车 xY=~Xmr=1，2，o)， 这 时 级 数 各 项 为 0 ， 故 
原 级 数 收 仑 。 

B) 着 x* = ~ 和 nn， 当 为 无 理 数 时 ， 就 有 sinnX 六 4， 于 


是 二 2 ool me0), 页 级 数 慨 散 。 当 上 和 为 有 理 数 计 ， 部 和 = 


了 /9 (PD 与 9 为 互 质 营 数 ) ， 在 8 是 9 的 倍数 时 ，sinnx= 0， 
而 在 其 它 情形 ， 都 有 sin nx 手 0。 显 然 ， 级 数 的 通 项 涉 超 于 竺 ， 
因此 级 数 发 散 ， 

综 上 讨论 ， 可 知 丛 过 全 0 及 X= 一 x(k 二 1 ，2，*…) 肝 
级 数 收 北 。 

35。 考察 级 数 


to 1 SIDHN 


的 伍 散 性 。 
解 ” 当 * = kx 时， 级 数 显 然 术 仇 ， 
当 % RAH ， 仿 a = Sinnx， 


bn=( 1 tt 一 - 
(+ + pds 
Cnt n= n{n+l ) 
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一 一 一 一 ”一 一 一 mr 一 一 


机 四 md+L》 


< 人 DO pa 0 (0), 


1} co (k+l1}x) » 


= |]sinx|’ 


n, (sinkhx)sinx 


Ce 
i 


放 si 了 SR 


由 Diriehlet 判 别 法 知 级 数 收 伍 。 
36. 设 {vn} 与 {v0} 部 是 草 调 进 减 移 于 零 的 数列 。 证 明 级 
数 工 (一 1 mr la 与 习 (- 1 )n- :oa 的 乘积 级 数 DD ran 
为 收 合 的 充 要 条 性 是 : 
wa = Un nt #0). 


证 必要 性 是 显然 的 ， 今 延 充分 性 。 令 


机 全 
4 一 之 C— DY wy Bn= 全 (一 1 7 
二 1 当 | 


并 以 4， B 分 别 表 总 (- Da 党 (一 1)*104 之 和 ， 册 
=1 + 


= 和 
= — Hv Tus m+(— 1 天仙 
MoU ti 1 ”Havn-1 
十 下 SI 一 和 十 [一 1 usvn-s 
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十 【一 LM lua 
=uBn— us Bs 二 
从 而 
AnB- Cus=u (BB -ni (BB)+t 
“tt 1), 


据 题 役 
[IB- Bul<vns1s ([B-Bo Sr 1B- BI|Sv,, 
于 大 
{AB-Cr| uvnr + Uv 
= Wai 一 Ri 人 【人 人 oo) 


所 以 lim C= lim 45= .45 


a HH 


37。 设 {un} 与 {va} 都 是 递 碱 趋 于 0 的 数列 。 证 期， 3 


1)*- iun 与 加 (~1)" tv 的 固 积 级 数 收 全 的 这 要 条 件 是 Un 
0 并且 ,wa 0， 这 里 

Us=W tu a 

证 充分 性 : 设 wvs 庆 0 ，Ynun 玉 0 ， 则 由 tunj} 和 {om} 的 

单调 性 ， 得 到 

won HU nt ov sn 1 tT HnUn+1 

Fn Un 
< 二 .。 tvuny fis 
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= Unt Ts 
ani navn tn a 
所 以 mw>0， 于 是 由 本 章 问 题 36 知 (~ Er 与 局 (Dr 
vn 的 慷 积 级 数 收 敛 。 
必 或 性 : 没入 (- 1 ) i 与- 1)* iow 的 悦 积 级 数 收 
化 ， 则 mwn> 0 《参看 本 童 问题 36) 。 于 是 ， 由 


Uvn= Curt ue + rt Hn) un 
Un Hun 二 ny 
Vn 


可 知 Unvn 庆 0 Vun 0 (n>00), 
38。 设 收 敏 级 数 忆 on 利 忆 65% 中 至 少 有 一 个 绝对 收 化 ， 又 
证 和 n= 


| 
设 ch= oopa 二 Oilbn-1l 二 十 GnTos 证 明 二 co 必 收 使， 刀 


:1 二 J 


(3。 )( D6) | pat 
证 不 护 设 史 o 为 绝对 收 化 ， 且 设 


# nl 
An= 这 Op.A, B= 之 ) pr-~B(ln oo), 
睛 = 全 一 站 


性 CD 
Ch 一 人 cz， 了 oil = A , | Brl<B', 
上 =0 由 刁 司 
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则 如 亲本 章 间 题 36 的 证 明 ， 可 得 | 
AnB— Cn=a BB) +o (BD Boi) 


1 疙 ， 
' Ft BB.} - 一 
二 
槐 加 人 让 
| 如 
3 ,. 
1 Cr! a [leyl1B- Bs-yl 
| 了 “1 所 想 时 一 遇 
1 Es 站 “ 
性 


人 
SA max |B- Brl+t2n’ YY ev 
| Ek Y 一 [a) 


可 BCrr0, HOyw Bn oo), 


反 人 鲍 


1 ,一 个 收 效 级 数 > dn 全 3 0 发 艇 。 


职 an = 《~ /YH， 则 级 数 cw 坟 狂 ,而 级 数 忆 1。= 
HC! 中 二 


on 1] 
之 a 发散 。 
注 “容易 证 明 ， 若 级 数 3 ce. 络 对 收 纹 ， 姑 于 a7u 必 定 收 全 
上 上述 玉 例 说 明了 在 这 个 合 题 中 ， 不 论 把 绝对 收敛 减弱 为 条 件 收 
敏 ， 
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2, 一 个 发 散 的 正 项 般 数 习 on， 使 瑟 o*v 收 全， 
取 cn = 1/n， 刘 级 数 写 1/9 发 散 而 加 1/n' 收 但 


法 ”如果 正 项 级 数 器 on 收 化， 那么 级 数 如 a? 也 收 敏 ， 上 罗 
反 鲍 说 明了 它 的 进 命题 并 不 成 立 ， 

5. 一 个 发 散 级 数 号 oo, 使 对 每 一 上 之 2 级 数 避 om 部 收 全 ， 

令 an = 1/nlnn， 则 级 数 


收 敏 。 
4, 一 个 收 伊 的 正 项 级 数 束 an， 体 邓 ee 衣 
二 | ti—!1 抽 


念 om =17nlazft + 1)， 列 级 数 


1 
之 nlnin+1) 


nl 


Ee -i ce 1 
A 
之 J 和 fn + 1) 


注 ” ”如果 正 项 页 级 数 Don 收 化 ， 那么 由 不 党 式 


3 rei(Do+tS 


nei 9 = 1 二 


可 知 ， 当 > 二 时 ， 级 数 部 “加 收 作 。 上 述 反例 说 明了 当 思 < 
去 时 ， 这 个 结论 不 再 正确 。 

5, 一 个 发 数 级 数 台 gw 使 习 (ani 十 dzn) 收 仑 。 

到 n= (1) 网 级 数 层 on 发 散 。 由 于 asn-1 + oan= 0 
=1, 23,")， 因而 级 数 加 (044-，+o4n) 收 化 、 


注 “容易 证 明 ， 如 果 级 数 习 on 收效 ， 则 级 数 写 《 05n-， + 
asn) 也 收 俩 ， 且 其 和 相等 上述 反例 说 明了 它 的 递 命 顾 并 不 成 
文 。 

8. 两 个 发 艇 的 非 仙 项 级 数 咏 oo 与 尽 5， 使 二 minfon bj 
收 敏 。 
容易 证 明 ， 如 果 非 负 项 级 数 芝 0 与 洲 5 均 收 敏 那么 级 
数 吕 max {ow，bnj 与 吕 min fow， bw) 也 均 收 策 。 如 果 思 oo 


六 “pb 均 发 散 ， 那 么 翌 maxfov 呈 亦 必 发 散 。 然 而 ， 马 min 
和 划 三 性 二 1 


$39 


二 1-(-1)? 
与 之。 2 一 


{fan wj} 未 必 发 散 ， 人 网 可， 级 数 室 .， 9 


此 发 散 ， 但 是 


健壮 1 


Smin {gn ba} =0+0 + 
No] 


却 收敛 。 
7 一 个 发 散 级 数 如 0 其 部 分 和 数列 有 界 且 lim an= 0 。 
设 {an} 为 
1 ll .lL 
2” 2 3 3 3” 4 1 4 4 
则 lim 2。= 0 ， 且 对 每 一 n， 都 有 0 sn< 1， 其 中 
sa a et 
然而 ， 由 于 {5 直 中 有 邢 穷 多 个 5 下 租 为 9， 又 有 有关 穷 多 个 取信 
为 1 ， 亲 而 jima sw 并 不 存在 ， 即 级 数 阅 发 大， 


广 如 果 级 数 忆 on 收 全 那么 其 总 分 和 数列 有 界 且 ， lim an 


。 上 述 反 酌 说 明了 这 个 命题 之 逆 六 不 成 立 。 
8 任 给 一 个 发 晓 的 正 项 执 数 > tn， 阿 以 构造 一 个 收 红 于 夫 


的 正 数 列 {cn}， 使 2 cn0n 人 悄然 发 瞩 。 


六， 


令 sh = ol ta + + aa ， 我 们 先 证 明 级 数 
es Ld Ri 3 江 上 
Ps Sk+1 
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发 散 。 因数 列 妈 时 发 散 于 无 穷 大 ， 故 对 任意 正 整 数 mm， 让 佳 正 整 
散 旦 本 [ssn01>2sm。 了 又 ， 数 误 {x} 是 漳 增 | 因此 


号 1 SR 3 SEt1™ SE _ nt Sm 
er 一 一 一 一 一 一 
Eom Sh+! Em n+) S++ 1 
i 
Sm+1 9 Ml 1 
> rt 2 


即 对 任 洛 正 整 数 m， 存 在 正 整 数 h， 流 


LF 3 i 
2" 


Bw 当下 十】 


部 分 利 不 能 形成 Cauchy 煞 列 ， 从 而 


这 表明 级 数 号 


a Skti™ Sk 


三 oo, 
R=1 SKE+ I 


但 sx. 1 一 5K=api1t 二 此 


了 cy := l/sx } 浊 Rk 人 HX Cy = + co, 
于 涉 个 袖子 特 别 证 明了 无 论 一 个 下 项 级 数 守 on 怎样 机 地 
发 静 邓 无穷 类， 总 会 有 一 个 正 项 级 数 cuos 比 它 发 得 更 慢 . 
0. 任 给 一 个 收敛 的 正 项 级 数 于 ve ， 可 以 构造 一 个 收 伍 于 过 
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的 正 数列 fcnj， 使 王 和" 仿 然 收 全。 


_ bey 
令 rm= ， 全 | Oy CH= WTR rn 因 人 ,cn 了 收 误 ， 故 有 
刘 生 十 ] 三 1 


lim cs»= 0。 


| f= 


现 证 级 数 加 2 收敛 。 为 此 ， 仿 


中 


下 天 地 六 下- 一 六 下 7 ~- 一 
Sw= = 一 人 《YE | — rk)s 
R=]1 Ck k=! yrk.1 tyr R=) 


” 则 当 于 全 出 时 


， 中 _ 。 _ 
[sn sm|=, > (fri sr = rm — rn 
二 的 上 上 1 


下 
据 Cauchy 收 全 准则 ， 知 级 数 壮 2 收 伍 。 
注 这 个 例子 特别 证 明了 无 论 一 个 正 项 级 数 如 a 怎样 慢 地 


收 敏 ， 总 会 有 一 个 正 项 级 数 立 52 比 它 收 伍 得 更 慢 ， 
本 章 反 例 8 和 反例 9 使 我 们 每 到 这 样 的 有 源 则 社 的 断言 ， 


向 收敛 《发 数 》 级 数 不 可 能 作为 建立 跟 此 级 数 相 比 较 的 另 一 级 数 


的 收 合 性 《 爱 数 性 ) 的 比较 法 的 万 能 的 工具 。 


9 10. 销 定 使 im pn = 0 的 正 数 列 妇 时 3 有 一 个 正 项 发 散 级 


tt 


数字 in 适合 lim Gn = 0 8 lim in/ Ps = 0 。 
珀 三 1 0 忆 


Hl -~ oo 


了 2 


从 {gn} 中 选取 不 相 邻 顶 的 子 列 {pax}， 使 得 lim bws = 0, 然 
后 设 on=bzw(R = 1，2，…)， 至 于 每 个 其 它 值 的 85:， "= 


、 1 
Hy Tas ey ys 说 sm = 了 了。 于 是 ,当日 盖 co 时 cn 0， 


bi an 发散， 多 R 他 oo 肝 co 7 Dn = Dn, > 0 ， 所 也 lim Gn/ bn 三 


eo 


0 ， 
注 “这 个 例子 特别 证 明了 无 论 一 个 正 数 列 1 沪 样 快 地 收 
化 于 有 等 ， 总 有 一 个 足够 愤 地 收 伍 于 零 的 二 数列 {fos} 以 确保 级 数 


3 cs 的 发 散 性 ， 而 且 {aw} 还 有 一个 子 列 比 {5} 相应 的 子 列 收 


你 于 于 更 快 | 
11. 给 定 合 im 6。 = 0 的 正 数 列 {5s}， 有 一 个 正 项 收 伍 级 数 


3 ns 适合 lim gay bn= + oo。 

T= 1 Ho - 
过 定 他 中 的 一 个 子 麟 {15%} ， 使 得 对 于 各 正 整 数 中 都 有 

bn RR, 然后 令 ney, =R? ‘ k= 1， 2 "0 间 至 于 其 它 人 得 的 


nn， 设 Gn 二 71? 于 是 守之 二 99， 及 当 居 0 时 ， anp/ Ong + 
划一 上 


oo， 从 而 lim Ow/ bn= 十 co。 
人 -ea 


注 ”这 个 情 于 特别 证 明了 无 论 -个 正 数列 {bs} 怎 料 配 地 政 
伍 于 和 零 ， 总 有 -一 个 足够 快 地 收效 于 堆 的 正 数列 {aon} 恨 区 保级 


数 马 mm 的 收 项 性 ， 而 且 {an} 还 有 一 个 子 列 比 {6n} 的 相应 子 列 收 
Re : 


化 于 有 零 更 襄 。 
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12. 给 定 一 个 清 足 jim c= 0 的 正 数 列 {fcaj， 有 一 个 正 项 收 


R= oo 


仑 级 数 如 os 和 一 个 正 项 发 散 级 数 如 5。， 使 得 on/bn= cn 
人 定 {cj 的 一 个 子 列 {cj、 售 入 对 于 正 整数 如 都 有 4 < 
ph’, 然后 说 an = Ch Dr 一 《= 上 至 于 每 个 其 它 值 


[me] 


的 #, 设 90n = 二 07， 不， gw 路 谣 。 由 于 lim 5， 
1 -ea 


了 0， 新 以 避 5, 发 散 ， 面 县 cntbn Gi=1， 2 …)。 
划 三 1 
注 “这 个 例 予 特别 证 明了 无 论 -不 正 数 列 {ca} 怎样 锡 地 收 化 
于 零 ， 总 存在 这 样 遇 个 正 硕 级 数 ， 一 全 履 禾 ， 另 一 个 发散 ， 而 
它们 第 项 的 比值 就 是 cw。 
13. 给 定 合 lim os= 0 的 数列 {cn} ， 有 一 个 递减 的 正 数 


列 {b，}， 使 习 bu 发 区 而 瑟 oon 绝 对 收 生 。 
下 面 的 构造 法 属于 Blair'28。 
定义 正 整 狐 列 {my} 使 
1) [lan| < 2 tm), 
{If ) p> 2k-1e 


对 maz< a p+ 1 涉 岁 


ba 
Higr 1 一 Hig 


锯 (外) ，mmpni 一 Mp 之 Wa 一 Hp.1 。 固 此， 对 一 切记 均 有 by1 世 
bxe 因 


364 


HH 
| 


Rom,+l 


族 写 bn 发 放 ， 又 


orb, 1 2 
0 - a 2 
,2 "on Mr 1 — rp n=m+l " 
故 衬 onbn 绝 对 政策 。 
HH =! . 


c2 1 
14, 存 在 一 个 正 项 政 伍 级 数 2 os， 使 得 ce 关 o (人 小 
若 是 整 糙 的 平方 ， 则 令 on= 土 ， 否 则 就 令 cv = -5。 于 荐 on 


wo ( 工 )， 并 且 级 数 号 oo 政策 ,这 是 因为 它 的 任何 部 分 和 不 超过 


1 


15， 存 在 一 个 收 信 级 数 号 cv， 使 得 之 ao 发 数 。 
级 数 


pe 1 .1 - 员 1 . 
: 7 gr, os 
He Ne/ wn 
Www 


* 了 6 了 


收 策 ， 并 且 其 和 为 1。 但 是 ， 电 它 的 项 的 立方 组 成 的 级 数 是 发 散 
的 ， 这 是 因为 这 个 组 数 的 下 列 形式 的 部 分 和 


1 一 1 ll 
232 232 2 
mk -1 . 引申 一 1 + 
nada ne 
ep 
» 个 
等 于 1 + 工 ++ 荆 -二 -一 工 ， 当 oo 时 ， 它 趋 于 + 0。 


所 
机 
zr 
从 
| 
各 
和 


R= .k= 
我 们 选 避 这样 的 正 整 数列 {ns}， 它 适合 
Nps = Rk (R=1, 2, -*), 


而 其 余 各 项 组 成 如 下 的 六 列 ; 
1 ， 2 ， 23, 33， 2, 3 ， oa Rs, te, Bs, “a 


于 是 
另 一 方面 ， 于 判 {nn} 中 相应 于 非 整 数 立 方 的 是 码 点 的 那些 


项 ， 组 成 了 如 下 形式 的 子 列 ， 


3 上 


i1:, 22, 22, ， 上 ae , 人 
mm 
中 个 


因此 有 
1 、m Fk oo 1 


本 2 | 一 »1 人 二 eo. 
k= Map k=-1l 


四 


17。 任 给 正 数 * ， 存 在 正 项 级 歼 sw， 使 对 任何 正 数 o (1 


<<o 所，)， 都 可 以 用 一 个 元 穷 子 级 数 米 表示， 总 ang= 5， 
先 作 一 个 收 笋 于 s 的 级 数 
Qatarstemtani r= 35， 
使 其 项 满足 不 等 式 
G1 0 
0 an 人 Gn FOnra tot = 2 
记 nt Cnr Fr + 二 3 和 iv 
{《 媳 =] 2 rn YY=0，]1，2， " 


lim swy= Sn(# = 2，…)， 
tf 


慢 定 0。 基 满 是 sp 过 5 的 第 一 项 ， 则 或 者 存在 v,， 使 sovi<c， 
smoviti22 0 yi:z20; 或 者 有 ss 下 9。 在 第 二 种 情形 ， 由 于 
sw 之 an, -1 这 0， 因此 有 sn, = 0 ( 当 #: = 1 时 ， 这 意味 着 5， = 
5 之 0) ， 即 5 可 以 用 一 个 无 旁 子 级 数 表 示 。 在 第 一 种 情况 ， 我 
们 确定 满足 nn。 之 ni 二 与 sw yy tan < 的 第 一 项 aa,， 则 或 者 
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在 在 V2， 满足 Ss 二 85 和 Sn 和 Spivrl 0 Yo 
0 ， 或 者 sn ysnsce 在 第 一 种 情怀 ,我 们 有 swirvi+ sn, = 
05， 这 炖 因为 fn 二 58 这 Sn3v) 二 an -li 阅 5 《 因 so ov + 
dorvitl = 故 吕 md+vi+1)》， 即 c 又 可 以 
用 一 个 无 穷 子 级 数 表 示 。 如 果 这 个 过 程 永 不 终止 《如 果 在 每 一 步 
总 出 现 第 一 种 情形 ) ， 则 


C= SHY + Sm 9vV， Tt Snssvs 十 


心口 
广 如 果 之 an 满足 条件 : 
nl 
ci = 二， On = nt! 二 Onn = 1, 2, sea 


那 各 人 鲍 17 中 的 每 个 ac， 公 肯 用 一 个 无 穷 了 线 娄 来 妆 玉 。 瑟 实 工 ， 
从 关系 去 
Un= Onri FT Onra Tt Cnr TT +", 
Cai 二 加 ora 十 人 or 二 
缘 出 oa= 20m413 因此 3 = 十，c = 了 ocean ， 这 种 无 限 
二 进位 小 数 的 表示 法 是 趴 一生 。 
18。 存 在 一 个 无 穷 级 数 ， 全 得 每 个 大 于 1 的 整数 的 倒数 是 这 


个 级 数 的 有 亡 小 相 急 项 之 各 ， 


考 江 无 闪 弘 烤 罗 二 CF 了)， 四 为 


了 6 吉 


该 得 


bl 1 ‘1 1 
ma tn+1 -Toe br 
四 此 ， 这 个 问题 就 等 于 求 出 正 整 至 上 与 5， 合 对 国定 的 整数 序 > 
i1， 布 
1_.i-_1 
p m 


从 (1) 式 看 出 其 解 是 ma 和 -1，p -II(- 1)， 胡 当 要 记 
1 时 得 


19， 存 在 一 个 正 项 级 数 ， 使 任何 正音 数 都 是 它 的 有 限 个 不 
同 项 之 和 。 
调和 级 数 法 具有 所 需 的 化 质 ， 束 实 上 ， 波 4A， 加 起 正 划 
籽 苦 二 
数 ， 划 出 此 级 数 的 发 散 竹 ， 存 在 唯一 的 非 负 整数 mo， 使 


Ho 1 A i 
下放 1 < 了 


1 
(5 3 一 算 作 0 ， 而 当 #02> 11 时 了 呈 解 ; 为 衬 7) 各 等 演 
成 立 。 册 已 得 到 所 需要 的 表达 式 。 必 议 


A mtt 1 
A 
此 时 ， 五 “ 产 。 DD 


唯一 的 正 闽 数 。 再 设 不 等 式 成 立 《 否 甸 问题 已 解决 》， 和 并 令 


全 1 上 
C__ 1 -三 >0. 
nD mti i 


ECt+1)- 1 _ 
但 - Dari 7) Cr + 1)- DO, 


因 直 ， 瓦 /所 为 最 简 分 数 时 似 淖 七 二 CC。 出 村 

[a 1 

Fm 了 工 > 
故 满足 /n+ 1) 字 /FIrns 的 唯一 的 正 整数 na 也 必 灌 中 
n,~>n,。 在 有 限 步 后 ， 我 们 必然 得 到 所 要 求 的 表达 式 ， 因 为 ， 即 
村 在 前 面 各 步 得 不 到 ， 也 一 定 会 在 所 导出 的 分 数 的 分 子 为 卫生 等 
到 。 


20， 通 项 趋 于 云 而 发 散 的 变 钳 级 数 。 
设 a>0，65b>0 且 g 壮 58， 考 窒 下 询 交 销 级 狐 


易 见 ， 该 级 数 的 道 项 趋 于 零 、 设 该 级 数 的 第 部分 和 为 Ss， 收 全 
交错 级 数 多 (1)"' 宙 的 第 "部 分 和 为 7a， 且 基 和 为 了 ， 调 和 和 


级 数 骂 二 的 第 = 都 分 和 为 Us， 则 


S = 二 -~ 训 QQ_ 了 .+ 好. _6 
| 1 2 3 4 ni- 1 2n 


= af(1 一 过 + 二 一 i 上 
2 3 4 2 一 工 2 
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b as 十- da -了 ©. 
站 2 一 1 on 2 


= el(1 -二 + 二 一 一 二 二 -二 + 一) 
2 3 4 2 一 2 2 十 1 


=al snr1 + ~ 了 By,, 


因为 lim Y= 7, lim Un= +co， 


Ee Dp 

所 以 当 4 之 了 时 ， 
tim 1 二 lim Snrl 三 二 oy 
由 一 1 一 局 


从 而 lim 人 = 十 co。 


br -DO 
而 当 0 < 之 上 对， 
1 2n = lim Snrl= 一 Poy 
性 -和 臣 ne 


从 而 lim Snw= -co。 


因此 ， 该 交错 级 数 发 散 . 
主 ”上 上述 反 例 说 明了 关于 交错 级 狼 的 Leibniz 和 判别 奢 中 ， 通 项 
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的 单调 性 这 一 条 件 是 不 能 去 掉 的 。 
21， 根 检 法 失效 的 级 数 。 


对 于 非 负 项 级 数 三 ow, 根 检 法 陈述 为 ;给 定 非 负 项 级 数 汪 
any 令 
2 = lim Wan, 


[rk 


则 《+ ) o <1 时 卫 oo 收 全 
之 


(ii ) 5 > 1 时 习 o 发 大 

Qii) c = 1 时 此 法 失效 。 

考 灌 级 数 避 于 和 也 三 ， 它 们 都 有 = 1 ， 而 第 一 个 级 数 
发 散 ， 第 二 个 级 数 收 敏 。 这 说 明 在 c = 1 的 情况 下 ， 根 检 法 ! 失 
的 级 


对 于 正 项 级 数 on 比 裕 法 阵 深 为 
1 
人) 当 ] < 1 时 光政 全 


全 当 对 mn 有 5 六 1 时 忆 ,n 发 散 ， 这 里 mo 是 某 个 


确定 的 正 闽 数 ， 
Pe 


(iD 当 lim -sls to or 时 此 法 失效 。 
1 -oo nh Tf i 


级 数 翌 坝 和 器 ;也 可 作为 比 稳 法 拓 效 的 正 项 级 数 ， 因 为 


当 站 co 时 它们 都 有 anriyan- 1 ， 但 第 一 个 级 数 发 散 ， 第 二 个 
收 敏 。 

注 “ 比 检 潜 用 起 来 常常 比 根 检 法 容易 ， 但 根 检 潜 得 用 范围 更 
广泛 ， 一 旦 比 检 潜 纵 出 收 敏 的 结论 时 ， 用 根 闪 法 亦 然 ， 而 根 检 法 
失效 时 ， 比 检 法 也 失效 。 这 是 因为 有 上 述 的 一 般 事 实 ， 对 任意 正 
数列 {cn} 9 有 


a- 
lin te Hm Wen 
i 


作 上 
Tr mi Cn+1 
及 Im Aw Cnss l'm a 


上 上 述 两 个 不 等 式 为 


0 < 二 -和 -二 -<<+co， 
,3 2 


对 这 个 级 数 ， 由 根 检 法 知 收 化 ， 而 比 检 法 失 葡 ， 
23。 im ey nl ， oo.1/0s 不 存在 的 正 数列 {on)， 
1 
状 岂 数列 人 lim 2 1 
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3 + 一 二 
而 1 < (2 DY < mn 


。 3 +(—1)7,! 
到 os 2 和 = 1. 
1 3 二 《一 1393 工 1 

由 此 得 到 lim Yon lim py 一 =. 


各 也 


lm Bs jim 1 3+(-1 
得 是 极 记 oa .08 freo 2 3 +(— 1 jw 并 不 站 在 。 


广 车 lm any1/an(an> 0) 存在 ， 风 lim Yan 亦 必 在 在 日 


lim sa = lim ant 1 /on 


| ,Be 


(参看 第 一 童 问题 24) 。 上 述 反 便 说 明了 这 个 命题 之 逆 并 不 成 
江 。 


24。 催 个 收 合 贤 数 ， 其 Caichy 习 积 级 数 发 散 。 


或 D3 cn 和 3 5 为 两 个 相等 的 级 数 ， 


T= 人 必 


an= ba=— Ts/V nt1n=0, 1, 2.), 


于 是 ， 根据 交错 级 数 的 Leibaiz 判 别 法 ， So 和 > ) 政和 似 。 介 
站 得 二 n= 
是 ， 


1 
只 一 一 1 4) ， 一 
eno 7 


WN) (全 -和 


< 人 (+ 1) ， 


on Nn BCn+1) / 
斯 以 esi T+" 二 2 (站 LR, Be 


ua) . 
因此 ，Cauchy 条 积 经 数 习 cn 发 数 。 

注 关于 Cauchy 条 积 级 数 有 如 下 的 Mertens 定理 ( 居 轩 第 一 
章 问题 38》， 扣 果 级 数 立 oo 收 伍 于 ， 又 如 果 习 bo 收 化 于 8 ， 


并 且 这 两 个 级 数 当 中 至 少 有 一 个 绝对 收 八 ， 奢 么 乘积 级 数 So, 


收 敏 平 scp。 工 述 反例 说 表 在 Mertel 定理 中 ， 两 个 级 数 当 中 至 少 
有 一 个 绝对 收 仑 这 个 条 件 是 椒 能 去 掉 的 ， 

25, 两 个 茶 件 收 伍 级 数 ， 其 Carehy 乘积 级 煞 绝 对 收 吉 。 

Davies 和 交 einmanfti5 提 出 如 干 问题， 两 个 条 件 收 敏 级 数 的 
Cauchy 溢 积 是 否 有 可 能 是 绝对 收 敏 的 ? Owenst60 给 这 个 问题 以 
肯定 的 问答。 他 的 例子 如 下 ; 

如 所 周知 ， 当 手 ! 之 1 时， 对 任何 实数 到， 函数 (1 十 "的 
Taylor 级 数 殷 绝对 收 化 的 。 车 一 1 之 mw 之 0， 则 当 t = 1 时 相应 
的 级 数 条 件 收 黎 ， 而 当 上 = -~ 1 时 必 沾 ， 由 此 可 知 ， 级 数 


fx) = (Et x) (4x) 1 = Yon 
站 一 曲 
和 gl = 
站 
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当 | x | 工时 范 对 收 修 ， 丽 当 x = 工时 条 件 收敛 ， 邵 级 数 a 
和 加 5 部 是 条 件 收 禾 的 。 


因 对 性 意 x， 但 有 (xX)9(x)= 1 邦 co= 1,， cs=0 
中 


cn= 00bnt obn_i 十 和 时 + ando, 


内 此 ， 级 数 习 cn 统 对 收 全 。 四 
50。 两 个 发 区 级 数 ， 其 Catehy 未 站 经 禾 绝 对 收 伊 。 
oo Tn _ Er 3 | 
变 1 -之 Cz), 
0 “6 号 ,有 -1 1 
,1 放 = 1 + 之 ( 王 (22+ 7) 
内 于 这 两 个 级 数 的 通 项 都 不 趋 于 零 ， 因 而 它们 都 是 发 烧 级 数 ， 
著 令 习 mm 习 扣 = 弛 cs 则 
峰之 向 六 苦力 中 二 用 


Chi 二 Gopbn 十 Gil 十 … 
1 


持 一 1 
中 -C2) (2 + 


:十 ando 


-7 由 


2 2 
赂 一 上 
= (3) {2 rl 了 _ 
2 Dn+1 站 加 


可 7 看 


帮 dn bn = A 
等 式 右边 是 公 比 为 ”的 等 比 级 数 ， 故 为 绝对 收 全 级 数 。 


27。 具 有 发 散 重 排 的 收 伍 级 数 
任何 条 件 收 敏 级 数 co 的 项 都 可 以 重 排 而 给 出 发 散 级 数 或 


重 排 后 其 和 为 事先 指定 的 在 意 数 。 事 实 上 ， 设 导 an 的 非 负 部 分 


号 负 部 分 分 别 为 习 bo 与 习 ?sr， 因 3 os| 人 发散， 秦 避 po 与 ， > 


qvw 也 都 发 散 。 设 0 是 任 总 《有限 》 和 实数 。 我 们 如 下 地 确定 重 排 ， 
先 放 置 项 


pit pat et pm 
直至 此 和 刚 址 过， 然后 的 项 

1t 02 +t" + gn 
直率 整个 部 分 和 刚 沙 于 上。 然后 再 接 上 项 


imi+1 二 1 t+ 二 Prm, 


直至 喜 个 部 分 和 刚 超 过 上 ， 然 后 基 
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datl TT n+2 十 二 
直至 整个 部 分 和 蜀 小 于 c ， 如 此 继续 。 上 述 各 步 部 是 能 行 的 ， 因 
为 习 与 忆 qn 是 发 敬 的 。 由 于 盖 co 时 mn 盖 0 ，gn 盖 0 《因为 


noo 时 0% 产 0 )， 而 重 排 后 级 数 的 部 分 和 与 6 的 其 的 绚 对 从 如 
终 小 于 数列 {pn} 的 某 一 项 ， 或 者 小 于 数列 {gn|} 的 基 一 项 ， 训 这 


样 得 到 的 习 os 的 重 排 级 数 收敛 于 。 
为 了 看 到 存在 习 oo 的 重 排 使 其 部 分 和 发 区 于 + ce， 我们 考 


虚 剖 an 的 这 样 的 量 排 ， 交 错 地 放置 一 组 正 项 和 一 个 负 项 。 册 于 


二 | 


级 数 2 ps 发 获 ， 它 的 部 分 和 无 办 。 改 可 孙 充 分 大 的 m: 使 
和 十 力士 和 二 bi， 


然后 取 阐 * > 及 :使 
Pit petsrt pm tT "Tt Pm > 2 “I dus 


一 般 地 ， 可 取 充 分 大 的 my 之 mk ， 使 
pit+ part rt pm > RI 
(R= 3, 4, ') 

为 此 ， 交 错 地 放置 一 组 正 项 和 一 个 负 项 的 级 数 
Pit +t pm tqrt pmtit "t+ pm, 


tga+ Pm,+1 二 
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显然 居 发 散 的 ， 它 的 第 大 个 部 分 和 
由 1 十 十 pm, Tit et front tk 
超过 记 。 
类似 地 可 得 到 忆 on 的 发 区 于 - 一 的 志 排 
例 27 所 述 的 排 法 就 是 著名 的 “jtitmann 重 排 定理 ” 。 
Sicrpinskicr5 曾经 指出 ， 如 果 总 cn 是 条 件 收 伍 级 数 其 和 为 


5， 允 ?< 居 3， 那 么 ， 经 过 某 种 只 涉及 到 正 项 的 重 排 〈 负 项 留 在 
它们 原来 的 位 置 ) ， 重 排 拓 的 级 数 以 3 汶 和 。 类 似 的 陈述 富 用 于 . 
数 s"> 了 ， 并 且 嫩 排 只 涉及 负 项 。 这 显然 是 “Riemarn 午 排 定 
理 ” 的 一 种 推广 。 

28 ,一 个 发 散 级 数 ， 用 重 排 不 可 能 加 快 其 发 散 程 度 。 


设 习 oo 是 发 散 的 还 项 级 数 ， 油 足 io 之 anw: (4 = 1 3， 


则 对 任意 正 整 数 询 
0 Cm ma ma 
恒 有 mor ly Ma 2 ey Mn ey 


因此 
nm mn 
由 此 可 知 ， 用 任意 的 重 排 都 不 可 能 加 快 >) on 的 发 散 程度 ， 
29. 一 个 发 散 级 数 ， 用 重 排 可 以 任意 减 慢 其 发 散 程度 。 
设 马 是 一 个 通 项 趋 于 零 的 证 项 发 徽 级 数 ， 仿 
计 吕 1 
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三 如 1 十 ni. 十 时 时 全 汪 ns 


| jim sn= 十 ceo， 


任 取 数列 4 过 合 
Bib hn, 


lim bn = 上 co, 


天 一 


我 们 只 要 证 明 ， 存 在 重 排 级 数 


Hy tv 二 
使 对 -一 男 = 1， 2 部 有 


Qt 0v 十 + ow, brn, 


为 此 ， 没 ”1，ra 3 Si 3 4 攻 商 到 无 会 其 再生 阴间 的 正 获 
数列 ， 叉 设 每 个 正 葡 粕 总 事 册 现在 这 站 个 披 列 于 | 时 一 个 或 轴 -个 
之 中 ， 于 是， 对 全 ， B= 条 

rm 人 rm a 1* Fa he 
称 丁 个 级 数 

Gp art 和 
《“ 红 ”的 和 “ 莹 ”的 为 级 履 2 的 入境 的 子 级 数 。 现 如 次 
确定 “ 红 >” 的 子 级 数 cv + ax, 十 …， 使 

， gr tinat2 ™, ba™— Un_1} 人 二 2 人 bo = 0 ),， 
则 er; 十 era te Gr ons 
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,上 且 整 个 “ HT 的 子 级 数 收 全 ， 还 容 昂 沽 中 ， . bs”— 《ar ， 十 Cr 十 "十 
oo) 天 限 抽 地 各 因而 ， 在 关系 式 : 


过 
Do, <bn 
的 涯 再 荡 羡 内 辕 椒 各 个 收 穿 互补 村 级 数 的 项 。 这 样 就 党 成 了 所 全 
no | 
。 一 个 收 敏 级 数 De 售 亚 让 oF 十 dp41 十 ax+ 入 二 的 本 


级 数 〈 下 标 成 等 差 级 数 ， 有 ， 了 为 以 纺 数 》 午 收 线 ， 而 屋 qn 并 
不 绝对 收敛 。 
下 面 的 俩 于 属于 区 nopp54， 64 收 全 :而 Pas 著 ， 心 


已 。 
G1=b1; Qs=0s = 

21 
0 0 J hb, 
et 

EH 


注意 当 # 泛 1 时，n! 能 被 ! 效 除 ， 罩 此 当 把 局 于 同一 个 64 的 所 
有 项 浪 在 一 起 之 后 ， 除 了 有 限 多 项 外 ， 衣 能 把 子 级 数 oz+ dss + 


1 i 
CU ett 和 变 为 级 数 二 和 十 re tr bt 由 起 可 知 ，,; 级 数 


co Go c 
> aprtt- 1 披 侣 ， 而 > a, = 人 [4 发散。 
.| Hl 


1 二 1 
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31， 一 小 收 考 级 数 己 人 使 形 刘 如 和 中 好 让 中 站 机 二 的 J 机 
数 《〈 下 标 成 儿 何 级 数 ， 上 DP 1， 1 六 3 均 为 正 蒜 效 ) 都 收 黎 ， 
责 四 oa 并 不 绝对 收 全 


“机 如 如 收 族 而 3 5s | 发 艇 ,并 设 外 (9) = 让 启 ， 负 (1) 有 2 ， 
则 {9 (2) 和 { 中 (nm)} 都 是 严格 递增 的 正 整 数列。 融 在 定义 一 新 
的 级 数 3 On 其 遵 项 为 


bn pb 


Bm -Pony 2m23 9 m1 


2 my 2 
bi pi 
他， 一 已 三 一 一 一 -二 一， 
且 ! DL) pe) 


由 不 等 式 中 (可 ) 起 轩 (之 p(tm+1) 可 世 完 全 确定 正 整数 如， 把 
属于 同一 个 pm 的 项 放 在 一 起 ， 就 能 把 级 数 pty 十 dqgtz) 十 … 亦 为 
级 数 


De | 


i 
2 m1 


可 以 证 明 ， 数 列 {(im 一 tm1)/ (2 2m )} 在 菜 个 澡 以 后 是 单 
亩 递减 的 。 于 是 ， 由 Abel 判别 法 可 知 ， 级 数 忆 cwoo 收 全 即 级 


数 习 axr- ! 收 证， i ool = 如 [6% | 发散。 


7 
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这 个 便于 也 是 赂 于 Kanopp56 的 ， 
32. 对 于 任 一 条 件 收 答 级 数 局 ov 和 任 一 实数 x ， 数 列 {en}， 


其 中 |en| = 1( 和 141，2，*)， 能 使 之 Enan= XX， 4 
t=l1 


这 里 的 方法 类 似 于 本 章 反 例 57 中 所 用 过 的 方 潜 .由 于 lanl 
= + oo， 我 们 可 以 添上 绝对 信 为 1 的 因子 sa。， 使 得 


B01 et Endn= [alt t+ lan | 
设 n 为 能 确保 这 个 不 等 式 成 立 的 4 的 其 小 值 。 再 给 后 面 的 一 些 项 
配备 绝对 伪 为 1 的 因子 es， 以 便 得 到 《用 起 小 可 能 的 2》， 


E01 + r+ En,an, 
= falter lan {on rl- lon <x。 

如 果 这 个 过 程 以 部 分 和 交 营地 大 于 * 和 小 于 x 重复 下 去 ， 由 于 当 

ni > co 时 ,on> 0, 于 是 ,类 似 于 本 章 反 例 27， 得 到 的 级 数 写 e， an 必 


然 收敛 于 x 
33， 非 绝对 收 全 级 数 ， 通 当地 引进 括号 后 变 成 绝对 收 化 级 
数 。 


设 号 on 为 非 统 对 收 全 级 数 ， 因 > o 收 俩 ， 才 由 Caheby 收 全 


准则 ， 对 任 给 8 > 90， 有 正 整 数 4, 存 企 ， 当 +9 >。 时 对 一 切 正 莫 
数 p 有 、 “ / | 


EE, 


此 中 四 
| swvo 一 sn| = | 5 Os 
4 一 人 十 了 


少 限 E 二 1， 则 看 正 整 数 ” 存在 ， 对 于 一 切 正 吾 数 ppi， 
了 8 于 


[ct 二 [1 


取 * = 法 ， 则 有 正 整数 让 存在 《可 取 m4 之 #4》， 财 于 一 切 下 
整数 户 ， “ 


1 
Jon,+1 Ft on,+ yp, | ie 


于 是 取 p: =ns 一 #1， 则 有 


| antit "t+ on, | < 1 间 


肥 。 = 十， 网 有 #a 在 在 (可 让 #; 守 ")， 对 于 一 切 正 壹 数 p。， 


1 
| cs ma 


于 是 取 p。 一 a 一 N23 则 者 


pet, {< 上 上, 
DD 
“她 过 这 个 过 程 ， 则 得 


1 
i ee CR 二 1 2, "), 
If 


二 级 娄 py 1 全 Dr Ppp! -+ 则 级 数 之 ， 


一 于 十 


加 上 括 导 而 得 到 


Jer 1 


bz 就 是 在 级 数 > em 中 将 dnp 11 二 
中 兰 放 3 二 
的 。 
3 


1 
比较 级 炽 忆 16x| 5 级 数 入 六 的 一 般 项 ， 册 于 1pg|<- 训 ， 


放 加 如 络 对 收 但。 而 级 数 加 bx 系 由 级 数 ， 习 oo 加 括号 而 得 


一 性 1 十 1 


灰 可 将 级 数 ” 沁 op 加 起 轿 号 后 变 为 弧 对 收 合 级 数 ， 从 而 可 将 级 
数 翌 o 适 当 加 上 括号 ， 使 其 变 为 绝对 收 伍 级 数 ， 


34. 存 在 一 个 收 化 级 数 导 aew'， 从 其 任何 部 分 和 sa = 习 ct 


(4 之 1》 都 有 + 个 不 局 的 零点 。 


下 面 的 构造 法 属于 Gouldcesd 。 
当 闻 = 1 上 时， 方程 ou+air= 0 有 实 根 x% = ~as/a, 


” 设 具 有 正 系数 的 并 次 方程 


,4 Tax +“ 十 Grxna = 


具 训 站 个 不 同 的 实 根 ft，r:， "…，7rn， 则 方程 
On 二 a 1 二 l= 
有 上 ## + 1 个 不 同 的 实 根 
ri ra or 0. 《1) 
跑 方 程 的 根 是 系数 的 连续 前 数 ， 故 方程 
anti 二 的 光 二 入 十 aosmr 
对 充分 小 的 正 数 an; 1， 其 n+ 1 个 根 可 以 任意 接近 《1》， 内 币 
也 是 不 网 的 实 根 。 又 ， 它 们 的 倒数 是 方程 
on 
的 根 。 对 于 #5 = TI， 2，…， 我 们 逐次 选取 足够 小 的 正 数 rw .1， 
ke] 


伙 方 各 


galiX 二 Teniisn = 0 
有 n+ 了 个 不 疝 的 实 艰 ， 并 保证 级 数 总 rs 收 化 ， 守 是， 我 爷 


得 到 了 -个 收 红 放 入 品 war， 其 任何 都 分 和 - 


,人 ' “ -1 Ir _ 


=- got 


i 
35.[ 1 ，+ co) 上 的 正 值 连 续 函 数 上 ， 合 | ”f(x)dx 收 全 


面 嗓 /Gy 入 


在 各 个 整数 4 人 1， 令 9(08)=1， 在 闭 区 间 [ _ 人 
和 [sa，8+n 2 的 内 部 ， 定 义 了 是 线性 的 ， 而 在 区 间 的 非 整数 
端点 ，9 取 0。 最 后 ， 在 x 池 1 而 9 尚未 定义 的 点 ， 规 定 扩 (xX) 
的 值 为 0 。 于 是 ， 消 数 


f (x)=9(%) + 


当 x >: 1 时 是 正 值 连 续 丙 数 ， 且 , 
oo + oo +eo 开 
| fodx=|' glx) d+ | Zid% 
:+ 本 。 
co 了 , 
= +t + 1 < 必 +c9， 和 
即 f 在 C1，+e9) 寺 广义 可 积 。 但 是 ， 等 式 
3 


lim fn) 0 


5 


并 不 成 立 ， 藉 弘 数 习 fCn) 发 表 


抢 .[1， + 60) 上 的 正信 连续 商 数 并 ， 合 使 | ”fCx)dx 发 和 


而 对 7 (a 政委。 


对 于 各 个 整数 > 1 ， 设 9{n)= 0， 在 闭 区 间 [Cn 一 ”1， 
# J 和 CR 3 中 1 二 的 非 整 数 端 点 人 处， 定义 8 的 值 等 于 1 而 在 
这 些 闭 区 闻 内 部 ，39 是 线性 的 ;最 后， 在 [1，+em 上 9 还 没有 
确定 值 的 点 处 ，9 (x) 都 定义 为 1， 


f(x)= 0(x)+i 
村 


是 [1，+Too) 上 的 正 值 连续 消 数 ， 而 
人 ”reoax= + > S/n = 二 之 +o%， 
入 一 1 


注 “我 们 有 如 下 的 级 数 敏 散 的 积分 检验 法 如果 了 是 【1， 
+ co) 上 的 非 灸 的 不 增 痛 数 ， 那 么 广义 积分 


| Cx }dx 


收 伍 的 充 权 条件 是 级 数 如 f (5 ) 收 伍 。 本 章 反例 35 与 反例 36 说 


明了 在 级 数 伍 获 的 积分 检验 法 中 ， 末 数 的 非 负 不 增 性 不 能 代 以 正 
值 进 续 性 。 
37， 广 义 积分 | “7 (> )ax 收 急 而 在 每 个 区 间 [a ， + oo) 


可 内 7 


Ca >0) 上 无 办 的 非 刍 连 急 同 数 。 
作 阔 数 当 x =n (0081 时 FFOv)=r 在 闭 区 闻 
Cn 一 nn 和 [C4 ， +n 323 的 办 部 ， 定 义 了 是 线性 的 ; 而 
在 区 间 Cn 一 nn- ，n J 和 [#，7n +#- 23 的 非 整 数 端 点 ， 了 取 0。 
最 后 ， 在 xx 盖 0 而 了 尚未 定义 的 点 ， 规定 了 (x) 的 值 为 90。 于 
是 ， 了 为 (0 ，+co) 土 的 非 负 连续 郴 数 。 叉 | 
| fodx = 习 ren-= n+ og, 


即 卫 在 (0 ,十 o90) 上 广 广 可 积 。 然 而 ,对 任意 实数 64 记 0， 
在 fa 了 co》 上 无 界 。 -7 


上 r 


6s 


第 六 半 一 致 收 伐 


= 四 上 4 


基本 概念 和 主要 结果 
设 f 和 有 (2 = 1，2， 心 都 是 在 点 集 万 上 有 定义 的 通 数 。 
车 对 任意 给 定 的 2 六 0 ， 静 可 以 找到 no E mw， 使 对 一 切 站 六 1 及 
为 堵 x CE 巡 ) :' 痢 有 
” nd fx, 
则 苏 函 数列 (站 在 品 上 一 至 收敛 十 站。 


对 于 在 上 有 定义 的 阔 数 澡 (x) 组 成 的 函数 项 级 数 马 
ee - 六 ww) 所 组 成 的 函数 列 -ss(z)} 在 
DD 上 一 致 收 仑 于 {x )， 则 称 函 数 项 级 数 > ua(z) 在 万 上 一 致 收 
敏 于 5- %》。 

车 对 伍 意 天 民间 人， By}, 六 mmGo 在 (oa， b ) 二 不 一 
到 收入 -但 称 避 ua(x) 在 刀 上 无 处 一 致 收 伍 。 


> “至 收 化 的 Cauchy 准则 活 娄 项 级 数 马 wwC* 六 在 上 一 入 
疏 名 的 充 权 条 件 是 ， 对 和 任意 8 字 0， 是 得 No = ?0( EE )EG 使 对 


了 39 


一 切 m 1 PH 及 任意 的 x 全 万， 都 有 


3 mx) |<+. 


| 


. 贡生 ， 
Weierstrass 剩 刚 法 着 对 完 分 大 的 4， 但 有 实数 an， 使 
得 un(z) 1<on 对 轧 上 你 浊 的 x 者 成立， 并且 数 项 级 数 导 on 收 
分 ， 赐 忆 unta) 在 D 上 一 到 收 人 


Abal 镜 别 法 ”如 果 ( ) 函 数 项 级 数 六 (x) 在 DD 上 一 歌 收 


谣 ; U1) 对 每 一 固定 的 * E 也，pngx) 随 站 而 单调 ， 且 对 任意 
x 和 ww ， 有 |b Cx) | 志 Af 《不 依赖 于 x 和 # 的 定数 )， 那 扣 


六 mc?ba(w 在 D 上 一 焉 收 全 
piricNlet 旺 出 法 ”如果 《i 》 函数 项 级 数 加 nx) 的 部 分 和 
sz = 训 o(2 在 中 上 一 至 有 界 ， (站 对 每 一 YE D，bn( 轨 了 
“而 单调 ,并且 函 数列 {bn(*)} 在 DD 上 一 到 收 信 于 零 ， 那么 王 ， 


an(X)bn(*) 在 吕 上 一 致 收 襄 ， 
和 裔 数 的 连续 性 定理 治 每 一 


函数 ， 而 习 几 (又 是 在 刀 上 一 致 收 全 的 ， 册 s(x) ta (Cx) 


个 wnt*x) 都 是 点 集中 上 的 连续 


是 在 上 的 连 彝 函 数 。 
大 和 狂 一 个 f(x) 都 是 DD 上 前 太 绪 两 数 ， XtFudzy} 在 上 -至 


收 八 十 函 数 关 xy， 册 了 (x) 岂 是 六 上 的 连续 图 数 。 


了 3 


闵 项 积分 定理 设 1nxn8 = 1 ，2，"，) 都 是 让 [Cg，6) 
上 可 积 的 函数 ， 且 忆 wn(x) 在 C6 ,的 上 -一致 收 化 , 则 其 和 s (2) 


= 习 (2 也 在 [a， 5 上 可 积 ， 并 且 可 以 逐 项 积分 ， 即 


了 


[sax = | Brunt as 一 号 | wax) dx, 


设 f(x) (nn =. 1 ，2， +) 都 在 Co，52 上 可 积 ， 且 {fn(x)} 
在 Ca ，68】 虐 一 教 收 第 于 Cx)， 则 f(x) 也 在 CG，562 上 可 
税 ， 并 县 斌 以 逐 项 积分 ， 即 


| flix) dx= linm | fnCxY x, 
下 nro JJ 


下 项 微分 定理 “ 若 每 -个 ukx) 在 【a，83 上 都 有 连续 的 
导数 w(x)， 并 且 由 导数 xn(x) 所 组 成 的 函数 项 级 数 习 n(x) 


在 [a ， 6 上 一 致 收 全 则 函数 项 级 数 咏 sn(*) 在 C6， 5I 上 收 


化 时 ， 其 和 s Ca) 在 Ca 5J 上 可 答 ， 并 且 可 以 逐 项 微分 ， 郑 、 
和 4 nl 
s(x) = pa ] = Bu od 


Lt 4 

着 fn( 必 都 在 Ca 5 上 有 连续 的 导数 人 n(xX)， 又 {f'n(x)} 在 
[a ，5] 上 一 铬 政令， 则 当 {s(x)} 在 ta， 了 上 虑 穿 于 f(x) 
时 ，f x) 也 基 可 微 的 ， 并 且 


f’ {X= lim f'a(x), 
Ne 
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问 题 


Si I 


1: 证 明 级 数 对 - -在 [0 ，2 5 上 收 策 而 非 一 致 收 伍 。 


bb rt 
sin 全 Sinnx 
2 HH 二 3 


证 国 为 : 


过 ( 了 工人， 
= CO 人 心 总 与 


故 当 0 <x<2xr 时 有 


mt 
1 | Shsin mr 


列 守 1 


到 1 


下 


而 一 -> 0 (1 -me0), 放 由 Disichle 淹 吕 法 敌 级 数 吕 ， - 在 0 
人 有 = 人 或 x =27 时 ， 级 数 的 收 化 性 是 


显然 的 ， 只 而 
双 一方 而 ， C0 2r1， 则 


sir 2 ~ 
bp sinnx _ 4 
H 
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Dp 5 4 + 工 _Y2 
1 121 2 4 和 ” 
故 由 Cauchy 准 册 关 级 数 琶 一， -在 [0 ，2r 上 非 一 致 收 化。 


2. 设 函数 fi 在 C0， a (a > 0) 上 可 积 ， 是 . 
fn(x) = | fed {n=1, 2, ), 


证 明 : -区 数 列 {f%} 在 C0 ，a I 上 一 致 收 全 
证 因 六 在 [0，a3 上 证 积 ， 歼 在 在 M 合 |f。 42 1M. 于 
是 ， 对 任意 x Er[0，a3 有 


RA dt 加 
亚 
LACIE AMIAGI Ei 
i 21 


fr) | = MM 


由 级 数 忆 宙 村 的 收 合 性 得 


故 {fs} 在 C0，a2 上 一 致 收 化 于 0， 


3. 设 f(xX) = > (x + 二 证明 {ft} 在 (~ ee， 


3 


+ eco) 上 一 致 收效 。 
| pe WS 二 sos( x+ 二 ) 是 
证 把 区 间 Cx，x 十 二 下 综 分 ， 则 之 505 x 十 证 


函数 cest 竹 区 间 5x ， x + 12 上 的 积分 和 ， 故 对 每 一 x*， 有 


罚 1 起 惫 + 1 
l 一 一 = :st 
ja el) 
因为 
+1 # 1 Rk 
fn Cx) -下 Sost dt = > cos(x 十 3) 


= 
三 


Er + 上 
-| " cost di | 


R=] + 
直 
卢 
m 天 
一 | [ees(z 4) eos dt 
El x +e 1 n 


户 

x + 
2, 2 | 
i di= 0 (nT), 


所 以 {f(x)} 在 (- co， + oo) 上 一 至 收敛 于 | costdt, ~ 
人, 设 了 是 5- ce，+ece) 上 的 连续 明 数 ， 令 


f= 加 二) 


证 明 {p} 在 任何 有 上 异 闭 区 沁 上 一 致 收敛 ， 
证 沁 {fn(x)} 的 极限 函数 为 F(x)， 册 
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Fx) = lim 疡 (OO= 人 7” vod 下 Fat 


No 


上 nl 1 Ey | | 
= 页 js + 让 + 人) (Os<1, = 0， 


设 任 辣 有 界 闭 区 间 为 Ca, :5J]， 因 了 在 CG，4& + 13 上 连续 ， 故 
它 在 [a ，b+1) 上 一 致 连续 ， 即 对 任意 :之 0， 存在 B = be) 
0 ， 对 于 Ca ，5b+ 1 中 的 任意 点 x 及 x*， 只 要 |x’ 一 2 < 
就 有 | 


|f (Cx) =f (xD | e, 


今 取 no= 二]+ 1， 刚 当 #8 法 no， 4 夸 达 和 时， 就 有 


人 < +) < -< 8， 


二 
zh ， 


县 x+ 二 EC9i pb 


ij， 2 ， ey 并 一 二》 于 其 
Fo-Peol- 号 7(s + 的 )- 地 + 
” =0 1 
namt 1 
Db 入 
j= 人 0 


因此 ，{fj 在 Ca， p 3) 上 一 至 收 全 于 厂 。 


5 说 六 sf = 2， 在 [G， 五 上 连续 可 微 ， 且 ne 


393 


| A x) Mn 三 1 4 2 EE “), 隐 {fn} 症 [a 3 5 的 每 一 点 
处 收 禹 ， 证 上 明 { 六 } 在 [La ， 疡 ] 上 一 致 收 黎 ， 

证 法 1 (有 反 证 法 } 设 lim f(x)= 了 {x)， x Eroao,，6), 
假如 {f 中 不 一 致 收 仇 于 了 ， 即 存在 zo 记 9，、， 对 任意 nsb， 均 有 # 记 
1 及 xc 而 有 

| Cn — fxn) [28 0. 
不 租 设 Xn>Xxo(n 一 o0)， 则 xoECa，67, 头 : ， 

Geo r= | f(r) ~ fnlen) : 

+ fn(xn) = fxn} t+ fxn) ~ fr0) | 
2 | fn(xXn) 一 上 (xm 一 | /人 人 ~ fat o) | 
一 [fxn) ~f (x0) F 
由 微分 中 值 定理 ， 
[fn (xn) 一 天 (xD | = |7 nCE) 1!xn— xol 
再 由 题 设 条 件 及 xw>xs。， 可 司 上 述 有 端 小 二 ss/3， 间 料 有 
[fxn) — fx0) | eo/3 . 
成 立 《 这 是 由 于 |fny) (x)}| 所 MH jy 一 x|， 取 极限 好 答 
[了 (7) 了 xi 乓 于 | 一 | 。 从 而 对 一 切 ae， 都 至 二 > 
使 
[fn Xn) — fo) Be 一 so S013= 80/3, 
这 与 { 户 } 在 xu 处 收 敏 发 生 矛 盾 。 故 {17 必 一 臻 收 策 于 了 ， 
证 法 2 和 任 给 上 >>0， 对 于 [oa， 5 3 中 的 性 一 局 xm 存在 六 
(es 0) 使得 mm 二 nn >? ，xot 讨 ， 有 
[fm x0) — ful) | ey2. 


36 


取 名 (x0) =sA4， 则 对 任 臣 Er mx x+ragve)， 
但 有 
[fm fn Cx) | | /mtx) — Fn) — fmlx0) + fn(xo) | 
+ |fm(x0) — fn txo) | 
= | jn (0 = fn) | x ol 十 | 人 xn 一 Fo 
e 


-> + 二 名 
2 


2 Na 
~ 


显然 ， 开 区 间 族 {x 一 3x)，x SC(x)) ; x Eta，b)} 挤 
益 耻 co, 所 ， 据 有 了 眼 覆 盖 定 理 基 存在 有 限 个 开 区 间 人 kx 一 5 (x1)， 
wx1 十 加 (xi1))， 9 (25 一 xxr+otxi)， 它们 本 次 了 [a， 
5 3。 殖 fo = max {NCe, #0} 则 当 庙 之 1 >no 时 ， 对 任何 


lt 


ECLa， 5 J 都 有 
[fm ~ fntx) | e, 
所 以 {fs} 在 Co，62 上 一 致 收 伍 ， 
0. 设 反 (2) = 一 ，，0 所 x 二 1 证明 {f} 在 区 阅 


wt) 
[0，13] 上 没有 一 致 收 伍 的 子 列 ， 
证 对 任 -xeEk0，1]3， 有 
lim Ptxo= 0， 


帮 { 训 } 在 C0，11 上 站 处 收 化 于 了 震 0。 另 一 方面 车 到 x = 
l/rn, 出 和 
fulxn) = /MMD = 上， | 


可 网 {7 目的 任何 子 秽 在 E0 ， 1 上 均 不 一 致 收敛 。 
了 全 子 


7, 变 了 基 闭 区 闻 [-~- 3G，a30a>0) 上 上 的 连续 函数 ， 并 日 满 
足 不 等 起 | 了 (x) 之 jx |， 当 x 二 0 他， 定义 


f1(x) = 0%), fo (x) = FCF pv fnra(X) = fCfn (x)) 
《天 一 1 ， 之 sr 


证 明 {P 了 在 &~ 9， 43 寺 一致 收 敛 于 0 。 
证 因 x 才 0 人 时 | 了 zil<ixl， 了 连续 ， 故 


fA)= {im f(x) = 


因此 ， 对 所 有 的 > E[- 0， g .9 都 有 | 了 【> ) | 安 |x |。 
任 给 六 0 (0 之。<a)， 在 [一 4， 一 EUCE， 4] 上， 


连 纺 困 数 1- fs 


Af. 因为 在 C8 -elUte, 


uj 上, I ‘¥ 


te 
fos Mx Ma (EL-o, -ULe, o), 
让 (一 2 ， ey 二，| 了 (x)i 寺 |x| 之 e 。 所 以 
If 0 max{Ma, 8}, asxx 人 ea, 
吕 |fi(x) lmax{Ma, &}. 
假设 Jint0 | 所 max{Mra,， 8}， 
当 x EL- 0, -EdUCe, al 时 ， 
lf LEMI DEM a. 
而 当 *E(- e， = ) 寺 ， 
fn | | fn | 。 
即 [ fa Cx) | 所 max{Mr* Tg }。 和 由 旭 纳 法 知 对 一 切 X 和 [一 9 


于 


6 3， 都 有 
[fa [Emar{Mra, 8 }, 
因此 ，{fw} 在 [一 8，50 上 一 至 收 化 十 0， 
8. 设 {an} 为 数列 ， 令 
1 
fa) = $4 Gn x =1/2n, 
强 性 ，0 所 x 所 1/2n 或 112n 守 守 1 


问 ，( i 了) tp 在 (98，13 上 是 否 处 处 收 敏 ? 
.i】 为 使 1fw) 看 59 ，1 3 工 一 致 收 策 ， 当 皇 仅 当 {ta 对 满 必 仁 


么 第 特 .1 . 
C1) 光合 


‘tim | fs) dx=| lim futx}dx 
Hoo 0 人 -on 


城 立 ， 当 县 梳 当 革 精品 什么 条 任 ? 


解 (7) 显 然 ，{/a} 在 C0 ，13 上 处 处 收 伍 于 了 二 0 . 
(C17) 园 r，, = siip | fn CX) 一 必 | 一 Cns 故 为 使 {fs} 在 C0 ;L127 
Ox ， 


一 致 收 伍 于 上 三 从 ， 当 且 仅 当 lim Gan= 0, ， 
(因为 | fa co dx = 开 ; 所 以 为 使 


1 
lim | fa)dx =| flx) dx . 
noo 0d 5 | 


成 立 ， 当 且 仅 当 im aw/2n= 他， 


9, 设 n(x) =n 了 xe rtn= 1 2， 
问 ， 半 0 为 什么 从 时 ， 

《了 )》 {fs} 在 C0 ， 1 下 收 化 

(位 )》 Fa 在 50 ，T]0 工 一 致 收 贫 ? 


Gin) 等 式 im | fred -| tm fx) dx 成 宰 ? 
相 亏 0 由 有 -一 上 


解 ， C7) 当 % =0 时 ，rnatcl)=0ftn=1，2 .4 四 当 
<xsi 时 ， 对 任意 实数 4， 有 


lim f(x)} = lim nxe m= 0., 
tt -Oo | 


因 六 … 对 柱 宁 实数，{ 汪 在 [0 ， 1 上 处 处 收 伍 于 了 二 0 ， 
(1 因 户 wx) = ne PC 一 nx 可 可 知 xa= 1117n 汶 fn (Xx) 
在 50 ，T 上 的 最 大 值 点 ， 从 而 Do, 


0 <fn(x) fn) = EEE, 1.7. 


由 此 可 网 ， 当 4 之 1 时 ，{fs} 在 [0 ，12 上 一 玛 政 化 于 零 ， 而 当 
a 沪 1 时 ，{f} 站 C0 ，1] 上 不 一 至 收 化 于 零 ，. 


《ET 因 ] lim fn tx) d= D0， 
和 
lim fax dx = lim rn 701 -ot*— ne tn), 
天 天 避 Heo - - 
故 当 a 过 2 时 ， 
十 2 
lim | fo dx =| lim fn (x) dx, 
noo 0 0 


灯 -De 


而 当 避 六 2 时 ， 
4ti0 


1 1 
lim | 了 dx +| lim fn(x) dx, 
上 ti -和 Do 0 9 用 oo 


10。 设 {Jsj 是 定义 在 Co , 5 上 的 连续 图 数 列 , 且 {fn} 在 Ca， 
bj 上 致 股 敏 于 了 站 ， {ra} CEu, bb, HB ww 和 
证 明 . 
lim ,fn CXn) = f txo), 


-ca 


证 因 {AFj 在 [ae， 记 ] 上 -- 致 收 仇 于 了 ， 故 对 任意 上 0， 
存在 niy 使 当 #1. 字 n1 网 ， 对 一 切 x SC ， 电 3 和 


Po 一 上 (2 [1<<s/2。 


特 鹿 有 | (xm 一 人 (xm) (<e/2, 

由 题 设 知 / 在 C8， 5 上 连续 ， 故 存 相 8 之 0， 当 |x 一 xo | 
时， 

,) \f (Cx) ~f (ge) [<ef2. 
由 Him ym 各 窜 在 ns， 使 当 n >>n: 时 ， 有 |xn x 
取 2 = maxt{m， #2} 则 当 并 >Hio 时 ， .小 4 
[fn xn) ~— (xo) | 所 [fn Cn) — (xn) | 
+ frm — /fxr2te /2 es 


故 : tm 了 (so)。 


11。(Dini 定理 ) 设 {fj 是 Ca，65; 上 的 连续 函数 列 ， 且 对 
于 任意 x 二 La， b J), 有 jn) fn CX 证 明 ， 般 果 {o 收 
笋 于 连 缮 卫 数 二 ， 那 名 {fa} 必 定 -- - 致 收敛 于 二 ， 

证 法 1 任 色 e 沁 0 及 xoEfa，61， 内 为 {fn(x4} 单调 增 

| 


加 旦 收 合 于 f (xo)， 故 有 正 整 数 和 NN。 、 使 当 # 送 和 Ns 时， 
0 f(x) — fntxo) <E/3,. 
又 因 上 与 fm。 都 在 点 x。 连 续 ， 放 又 有 836, 之 0， 使 当 1x -xu | 
< 5w, 且 x Era，6J 时 ， 有 
|f (x0) ~— fx) |<e/3, 
© lfm ho) -fs (*) |<e/s, z 
从 测 得 到 当 | x -xo1<8s。 且 x Eco，4]，n 半 N。, 时 ; 有 
(Ff0O = fut ef) fy (Cx) | 
Sf -fOr lf -fas ol 
+ (fxs (X09) — fxs (*) |<e. : 
记 An, = {x: Se ,}， 则 开 区 间 族 {A。 ; xoE€ [a， 


5 就 更 益 了 闭 区 间 Ca ， pb。 据 记 限 覆 疼 定 理 使 知 可 从 中 选 出 
石和 限 多 个 As,， a i 和 ww， 使 


[9， oc Au 
按 A。 的 选 法 ， 知 有 相应 的 3 和 Na ， 当 xEAanca，b 
县 机 之 全 q i ~ 办 
Wt od <. 
Sno = max a Noy) 则 当 n >na， > Eca，6J 时 ， 肖 


入 


#2 


If x) — /n(x) < . 


帮 {fo} 在 [a ，b 上 一 致 收 伍 于 了 。 
证 法 2 ‘上 反 证 扶 》 车 {fn} 在 Ca，65J 工 不 : - 致 收 敏 于 了 上 ， 
则 有 so 守 上 0 ， 对 每 个 正 整 数 1， 都 有 Xn ELL， bhi, 使 得 


[fn Cm) = fxn) | 80. 


” 考 虚 数列 {xw}， 因 它 有 界 ， 故 有 收 训 子 列 ， 为 简单 起 见 ， 不 
妨 设 它 本 身 就 履 伍 于 xo。. 因 疡 人 oz) (n>co)， 故 有 io， 
使 | 疡 ， (xo) — {xo) [<80. 性 由 ,mw 《2 一 f(x) 的 连 猴 性 以 及 xn 


0 可 鱼 有 ni1， 当 1 之 和 时 | fr, (Yn) 和 Fir) | <eu。 由 于 上 
所 al) 委 丰 xx)， 故 当下 全 maxfrasy 9 时。 有 
[fn Cxn) 一 fixn) [| (Xn) 一 上 (xn | < eo, 


这 与 | wtxn) 一 了 了 (xn) | go 天 盾 。 

12, 设 对 每 9， 为 是 [0 ，p] 上 的 单调 基数 ， 证 明 ， 和 如果 
沙 数 列 {f 让 在 CG，53 上 收 促 于 连续 了 琢 数 了 ， 闭 必 它 么 它 必 一 至 收敛 
于 了 ， 

慎 对 任 纵 的 e 之 0 ， 因 了 在 [a ，6] 土 连续 ， 帮 一 致 壬 
续 ， 从 而 有 .8 汤 0， 使 当 x'，x”EEca, 5。 ;县 |x 一 x”| 拖 8 时， 
就 有 


a 


If ew) fx) 1 <sy2， 1) 
取 下 散 数 育 ， 合 (56 - a)/$， 将 [a6 等 分 成 分 ， 
记分 成 挣 立 一 这 0 和 b，, 则 只 要 ， Xe 同属 于 其 个 
外 区 了 亲 [xi-iy xi ， (1) 式 就 成 了 江 ， 尾 取 7t0O 扫 号 下 )， 
因 {n (x)} 披 数 于 fxj)， 故 有 正 驴 数 诗 ;， 使 当 # 这 六 J 时 ， 便 有 
TFs x8) ~ fx) {<ef2. 
i 


全 He =nnxt 六 0 oo 主人， 加 省 -md ， 僻 有 
[fn (xD — frp a/207 =0, 1 和， 8)。 (2). 


对 于 任意 x EL 8]， 存 宇 正 整数 了， 和 梧 x Efxy_is Xj。 
因 诸 ft*) 是 单 记 困 数 ， 交 有 


(fal) — FO |Smax{|frtxi_ i) — F(x) 1, 
[fn tx ~ x) |}, (C3) 
而 由 《1》 上 与 《2》， 叉 知 当 # 沁 1 时， 有 
fos fe fs x) Ts- 


f(%W |<s, C4 
上 Kx 一 了 (| |, x7 — A xD) 1 
+ fxr) -fn 1 Ee, ， (5 


从 而 由 C3)， 《4) 与 5) 得 到 
fa FO [Se, Gn, Gx 人 eh, 

帮 {F 在 C2 7 5 上 一 致 收 敏 于 

13, 设 每 个 函数 wn(x) (1 = 1 ，2 ，…) 存 成 x = "处 连续 ， 
但 思 sn(c) 发 散 。 衣 明 ， 对 任 塌 ， 0 ， 级 数 习 加 (在 (ec， 

n=1 

ec + Ph) 内 不 一 臻 收敛， 

证 《 反 证 法 ) 落 存 在 5 盖 0， 征 所 mt 在 (e， c+8) 
内 一 致 收效 ， 则 对 发 意 上 220， 在 在 让 有 整 数 0， 当 关 > 同时， :对 | 
一 切 正 整数 卢 ," 有 ， 加 

[un 1 de) Fn RP px) |, ee 
网 wa(e (= 1，2 ， 在 点 注 统 ， 破 邻 % 产 6， 便 得 
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[nr 1 C0) Him 2 Ce tee 二， 用 a | | E 


于 是 ， 级 数 翌 xu (c) 必 分， 这 与 题 设 沁 抽 ， 
14, 设 1angz 是 Te 时 正人 的 递减 5 纯 ft Six》 
且 收 敏 半 替 的 图 数列 ， 每 个 xm 人 部 后，5] 上 的 递增 男 效 。 
证 明 ， 级 数 加 necl ye it 全 To， 二 上 :一致 收 伍 。 
证 仿 pnfz) = (~ 1)n， 刚 
[vr 0 + w(x) Ft vat) |||, 


因 汶 us CO Cn 1 2，4)? 是 [La， 上 的 递增 画 数 ， 胡 对 性 
意 xEftfa，8 市 有 


0 < un {x) SU) Cn 一 ]， 2， 人 


六 因为 fan(5} 政和 融 于 鹤 ， 均 对 企 给 >， 存在 正 整 数 zao， 当 
#2>1a 持 有 . 


-uncb) Ie, 
于 是 ， 当 # >no 时 ， 对 一 切 x ELa，5] 有 
网 2 
即 {uwCx)} 在 Ca ，5)F 上 一 致 收 襄 于 元， 
由 题 设 还 项 {un(x)} 在 Cao， 53 上 江 减 ， 故 据 Dirichlet 判别 
法 ， 级 数 避 (- 1 au (四 在 Ce，5 上 -- 致 收 笋 。 
并 之 1 
15. 设 函数 了 在 区 间 [1/2，13 上 连续 。 证 明 ， 
Ci) {xsf CO)} 在 [1/2，13 上 上 收敛. 


A 1/2，17 上 一 致 收敛 的 充 要 条 件 是 f 
在 [1/2，13 上 有 界 ， 且 ff (1) = 0。 
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广 人 ii) 当 1712sx 扫 工 寺 ， 
lim wf (Cx) = 0 ; 


持 玉 


而 当 x 二 1 时 ， 
lim xtf x) 一 了 (1 


总 tx" 了 C0} 窒 [1/2， 7 上 政令 ， 其 极限 酒 数 是 
172sY< IT， 
G(X)}= 
f (1), 三 1 是 


0 必要 性 ， 设 Ta (x) 站 12，13 上 一 致 收敛 ， 
办 x"fO Cn = 1，2，…) 在 [172，1] 工 连续 ， 故 其 极限 丽 数 
3(x) 在 [172，13 上 也 连续 ， 从 而 


f(D=g90)= lim g(x)= 0. 
: - 名 -1 一心 
充分 性 ， 设 了 41)=0， 且 jx) 在 [lz，123 上 有 界 ， 
| F 关 zx | 专 M， 这 时 极限 应 数 9 (x) 二 0。， 潜 虚 Ix*f (lx) 一 01， 


因 f (x) 在 x = 1 连续 ， 交 对 任 首 : 之 0， 存在 8(0<78 过 
1/2)， 使 当 1 ~ 5<x 所 工时， 


(Ff) -7D|= {f(r | 
从 而 当 1 一 5<x 二 1 时 ， 

[nf (2) 一 0 11 |<e, 
当 1/2 忆 x* 吃 1 一 了 8 时， 轩 

[xf (DW < 0 [< (1 -Sn 


而 (1 一 遇 )9 月 >0 (RR 闻 0c0)， 疲 存在 止 整数 x0; 使 当 > 时 ， 
对 -一 甸 芭 CEL172， 1 有 


05 


anf) = 0 1 ~ MIM < 6, 


要 上 记述 ， 对 以 上 和 的 8 盖 0， 存在 如 上 的 4。， 使 当 #4 >>My 有 时 ; 
对 一 切 xwEFi/23,， 13,， 有 


[xm 一 站 [< 
由 定义 知 {"/ (9) 在 C2/2， 1 上 一致 收 伍 . 
16. 证 明 ， 级 装 光 于 er +X 中 本 1/2 坊 |x 二 2 上 一 臻 收 
伐 ， 
证 令 站 (x) =x*+x"*， 则 
ft (x) = Hx nlx 1)., 
当 112s vc 上 时， 六 cc0， 故 了 在 C172，1》 上 递减: 而 当 
时， >0， 下 在 (1，; 2 J 上 递增 ， 六 
ly oN 
f(s)=f (0-2 + 2 


故 当 1/2 入 袜 2 时 ， 
max|f OO = modf (0) =2nr2n 
周 理 可 证 ， 当 一 2 所 六 一 1/2 团 ， 
max|lf (x)|=2*+2'7. 


总 之 ， 当 1/2 所 | x | 所 2 时 ，mux{f(x) 1 =2?+2*。 因此， 


> _ nn 1 
[un x) | = 一 一 - Cx 2 + 
: Wl yl 2 
+ 1 jr 主 
= 一 一 惟 
Yr 
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号 证 ， 7 4 收 敏 ， 邦 由 次 cier strass 判 别 法 可 


启 
若 ， g 数 时 te 在 1/2< | x | < 2 上 一 一 致 收 全 


17. 设 瑟 是 时 实数 集 . 证 明 ， 著 国 数列 4 在 忍 长 逐 点 有 界 ， 
期 对 每 一 * E 匹 ， 存 在 正 数 开 。 而 在 | 六 (| 二 好 (= ，2， 
0 且 {fn} 在 瑟 上 等 度 连 续 ， 即 对 任 悉 s >0 ， 存 在 5 >>0， 
使 得 对 一 毛 注 是 | x ~ | 之 5 的 x*，》€ 记 及 任意 # 都 有 

[fat2) — fnty) | e, 
则 {fn} 含 有 在 请 上 一 致 收 化 册子 列 ， 
证 因 五 是 紧 集 ， 故 存在 几 的 可 总 稠 响 子 紫 名 。 谨 
人 =《X19 Ea ss Nn 
网 {fm(x1)} 是 有 界 数 列 ， 故 存在 于 列 1， 位 {jw1 x1)} 上 收 
化 。 令 


lim fy lx) = A 
并 oo 


其 次 ， 考 虑 数列 fl (xs)}。 同 样 可 抽出 {7o } 的 子 列 {fw:}， 使 


Him fnz Xa) = 1,. 


Lh 


继续 过 个 过 程 ， 我 们 得 到 于 到 [a 3? 人 = iy 2， “es ki 


Lin fom xm) = | De 
然后 ， 考 虚 对 骨 线 子 列 fn， n} Ea A 有 拘 外 ， { fn. (和 于 


是 ToptxzD1 的 子 列 ， 巩 收 狂 开 和 和 
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个 虚 都 收 做 ， 
低 给 = >0, 轩 {fa} 在 太 上 等 度 堪 线 ， 必 在 在 8 之 0, 当 *， 
y EE, |x-y| 之 8 时 ， 对 # = 1 ，2，,， ,有 


[fn Cx) — fn{ty) <e/3。 
又 因 玉 是 Q 的 闲 包 ， 区 是 紧 集 ， 故 宅 在 Q 中 的 有 限 个 点 x1，"…， 
xp 使 | 
BC UU (ry), 
其 中 了 (xD = (x 一 0 tbgi= ll， ， 力 )， 取 正 了 台数， 
使 市 空 tn， 绵 六 了 了 脖 ， 对 = 一 2 了 由， 李 - 
fnn CO — fmm (Xt |<E/3, 


于 是 ， 对 任意 .x E 匹 , 存 在 某 个 xz 人 1 了 了 所) 个 wE J 了 (xi)， 
因此 ， 当 号 ， # 2 之 Ho 寺 ， 


[funl%) fmm x) | | fo) — fun | 
Tfmn (XO fm mx + fm ml — frmm(%) | 
<B/a+t op/ toe/3=E., 
放 {fwn} 在 上 一 致 收 伍 ， 
18. 设 {on} 是 单调 碱 少 的 下 数列， 证 明 级 数 2 on sin nx 在 人 
何 区 闻 上 一 致 收敛 的 充 要 条 性 是 im nas= 0， 
证 必要 性 ， 设 级 煞 吕 cwinnx 在 任何 远 间 上 者 一致 收 全 ， 
风 对 任 给 : >>0 ， 存 在 正 吝 数 f， 使 当 之 no 了 时， 
Jansinnx + anrisinth + YX Tt insin2ne | E 
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对 性 何 * 都 成 立 ， 特 别 取 x* = 1/2n， 则 


， .| - 
0 ansin i + dant i511 工 + 二 ) tm tansinl ee, 
2 21 - 


因 {aw} 是 单调 减少 的 正 数列 ， 故 


0 ngsnsin ansin ttansil1l< ee, 


因而 2n03n-> 0 (Cn ->e0)。 同 理 可 证 (24 二 oswri 玉 0 000)， 
所 nos* 0 (no). 、 ， 
充分 性 ， 设 lim nan= 0 。 合 hs = sup {tram} ， 则 1im bn 
oo 19 放 noo 
=0。 记 
Tar 于 如 有 SI 和 区 十 Cnt Sin (n+ ID N+ re + OmSinr x, 
我 们 证 明 对 任意 x 及 m> nn， 均 有 
| sm] r+ 1) nn, C1) 


因 s,m 基 前 期 8x 的 奇 阔 数 ， 放 只 须 证 明 在 C09，7IJ 上 上 (1) 成 
立 就 行 了 。 把 区 间 C0，73 分 成 C0， fm] [rp min), 
Crfn， 1]， 现 证 《1》 在 这 三 个 区 间 上 都 成 立 , 


(fF) Tin TT 由 于 


|sinnx TT * + Sinr | 


cos( -二 )x 一 cos( + 工 )x 
2 2 


2sin(x/2) ~ 
1 1 = 工 
Errerr .x 
TT 2 
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于 基 由 Abol 引 理 ， 即 得 


[smnm | = | onsinn%e + oe 十 nl nn 


: ， TT 
nn 
人 


(0) 0 Tm 因 sings0 ， 故 
| | 
HnXE Tn, 


{x 他 = nx], 
并 把 :n,m 分 成 两 梳 ， ' 


Sm TF nSNNN Tt ESNRY 
+ ogrisin(R +t) x tnt rnin 
Se 


对 于 第 一 个 和 ， 因 x*X 字 mn/h， 压 由 DD 先 | sm,4| 所 Xn。 对 于 第 二 
个 和 ， 因 x 之 /ChR+1)， 吉 由 (让) 铅 | sxi1,m| 志 hw 于 是 有 


[swm | | smss| + [sis ml C+ 1) pn, 
综 上 所 述 ， 便 知 1》 成 立 。 于 是 由 lim hn= 0 ， 梧 知 原 级 数 在 
任何 区 间 上 一 致 收 敏 . 
19. 设 区 间 了 上 的 函数 现 ff 满 图 
(了 ) | fel%) |<M : 
(0) Bl ~ far (x) | EA Gn=1, 2, wo), 其 中 MM 是 


常数 。 又 设 级 数 罗 0i 收 化 ， 证 明 级 数 习 anfn(x) 在 上 一 致 收 


| 


伐 。 
证 由 题 设 知 对 恬 意 9 及 x 人 了， 部 上 有 


袜 | 一 > ee C(x) 一 有 (| 
+ |fo 2) | <2a7, 
| fn C2) | ES 二 FS 
其 中 户 ， 2 ， “a 


尾 给 之 09， 因 习 oo 收 全 项 存在 ro， 全 六 之 1 时 


打 二 和 白 


> < nC = 一 1， 2 +) 


于 是 由 A" 变换 可 知 ， 当 9 守 hno 时 对 一 切 EE 了 都 有 


Li | 
h 
1- + 


D3 gf (|= Soninen (0 


pp 
EE (er) 
+ (Dawn) frete) — fare))| 
t=0 A 二 ~ 人 
Re 


fnrncx) 1 十 Se i 


<|Benr 


E 8 
fn (HI 2 Mt —- 2M= EE, 
fn oa (加 | 4 AN i 


4#T2 


据 Cauchy 准则 ， 加 wnfa( 疏 在 了 上 一 笃 权 组 

20, 设 1 (* ) 在 区 间 [0 ，1/25 上 注 续 可 向 ， HF(0)=0,， 
FO)0，xE(0，1/2)。 证 明 级 数 匀 (De Cn ) 在 
C0 ，1/23 上 一 玛 收 化 | 

证 令 bs(X) = 了 (x") ，dn= (~ 1)*!。 易 知 对 每 一 x 万 
[0，1/22，{bn《X)} 单 调 碱 少 ， 又 

ba fID ~ CO, 1727， 

政 {n(x)} 在 C0， 1721 上 一 至 民 租 于 玉 ， 据 Dirichiet 判别 法 ， 
(Dr) 在 C0 ，13 上 一 致 收 全 


31 .说 级 数 加 入 ( 罗 在 (a ，5 ) 上 一 致 收 伍 。 证 明 在 适当 加 


括号 以 后 ， 把 每 个 括号 内 算 作 -一 项、 可 全 新 级 数 Fa(s) 在 (6， 
5 二 绝对 一 臻 收敛 ， 


证 任 给 & 六 0， 存在 上 上 上台 数 +111， 使 太守 8 六 呈 时 ， 对 一 切 
x €9， 6b) 有 


| 3 fi 


= 外 十 4 


特别 取 E = 172， 存 在 点 ;,， 使 对 -一切 Ca， 坟 ? 有 


现 取 8 ,=1/2:， 痊 在 NN,> 以 1,， 使 对 一 切 x E (Ce 5 有 
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| > f(x)|< 询 p= 1 2), 


一 般 地 有 六 > 入 h-1， 重 对 一 切 x Elo 五) 有 
Nu+p 1 
| fax) | < P=1i, 2 +, 


于 是 到 [FCGx) | = |f1(%) + fy 2) | 
| | Rl 
Fw) | =|]. > f(x) | (k= 2, 3, 
= 部 天 二 | 


由 Weierstrass 淹 别 法 知 Y， [4 ，5) 上 一 致 收 伐 ， 
N=1 


22. ( 风 eierstyass 报 近 定 理 ) 设 了 是 石 界 斌 区 间 [o，51 上 
的 连续 函数 ,证 明 对 任意 。 之 0 ， 存 在 多 项 式 问 ， 使 对 一 切 < 人 
Co bil 有 
[fix)~ ptx) le., 


证 下 面 移 证 明 局 于 苏联 数学 家 Beprinrefn 院 士 。 
5[l 理 ”对 所 有 洋 数 x， 


-ne) ("7 
证 考 磺 二 项 式 | A 
ty 加 (Je 


关于 x 油分 ， 再 屁 以 x， 得 
季 半 


wi pk 


i 


p 
类 似 地 ， 把 这 个 二 项 式 关于 x 机 分 两 次 再 笑 以 x: 得 


NN (ST N11 训 ， p{ ] xzymva， 


nn- Dx (x+y)"-*= HD pp-D(, 2 
p= P 
于 是 ,车 仿 ra(x) =(，)x?(1~ x" 
p 


全 Ei 
则 有 2 rp(%) =1, 之 prptxX) = nx, 
= 


= 


村 
YY plp— lry(x) = nti 1)x’, 


因而 产 (p— x) ratx) 


外 


全 | + 他 
二 nix 人 入 人 人 一 2 > protxw) 十 3S! piroCx) 
户 一 站 f=0 


Fr 1 no. 


,= nN — 2NXLHXI + NY 十 nt{n— 1) x*3 
= — XX)}, 


但 4x: 一 4x 二 1 =(2x~ 1)? 之 9， 放 x (1 一 %*) 雯 114， 从 而 
得 到 


. 1 po 
pn ,) (1 — wn ?< i 
定义 、 设 f 是 定义 在 区 间 C0 ，13 上 的 实 信函 数 ， 由 


nn 站: 
站 x) =- 之 (oj)7 人 有 GD + YELr0， 1 3 
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定义 的 函数 B,.( 让 由 做 函数 的 nn 阶 BepHureiin 多 项 式 ，B() 
是 次 数 志 站 的 多 项 式 。 

JiepaImrretgH 劣 项 式 关 于 才 数 了 是 线性 的 ， 即 ， 若 ol， cs 是 
常数 ， =af: qf， 则 


Bn lf) 三 oar Bnlf 1) tapbntfz), 
出 于 在 [0 ，1 314 上 


(,)*a- 2)+-7 > 0， 


并 且 
1 n 
3 ( Nn 1， C1) 
p=-o pp 


故 当 在 C0，11J 上 mw 友 (x) 夺 村 时 有 
me p(tf: x EA 
定理 (BepnwreWin) 对 [0，1] 上 的 任意 达 针 阴 数 隔 ， 
{B87 在 C0 ，1] 上 一 致 收敛 于 上/， 
证 设 在 0，13L 上 Fox)hbxac+ee。 由 了 的 一 致 连续 
性 ， 对 任意 8 0 ， 存 在 3>>0， 人 使 | x -x < 之 $8 寺 ， 就 有 


| Fix)y 一 了 xc 。 
任 耻 xE[0，11,， 由 (1) 有 


诉 性 _ 
f C0- ,i Cz)( ,)s (一 ar， 
因此 
， ] 半 p 他 i 
Ba fn D1 (RE)- A 上 (1 — x)*-», 
z (2) 


?1¢ 


把 笋 户 一 有， 2 昼 如 下 折 分 成 商业 有 4 二 BB: 


| -|<dNHp EA 
天 


当 | 之 - *|> 5 时 PEB， 


则 当 P € 4 时 有 | (2)- fr) 一 。 
因而 由 (1) 得 


EE 2)- 1 oN rao 


~ Ea 

~ 六， (ds "es 《3 ) 
当 pE BH 有 D> 1 
因而 由 上 述 引 理 居 ， 

Bl f (2)- {ool jx 一 -Jn 

. 2 2 Casaa- 9 

< (二 一 2 1 (px nT (1— 六) 各 -于 

C4) 


nb " 
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结合 (2) ， (3) ， (4) ， 我 们 看 到 : 对 任 一 x€ £0， 
1 )， 


一 FE + 二 


了 也 


而 这 就 是 说 ， 具 要 人 > 邮 /2e8*， 便 有 
[Brtfy x) ~ fx) |<2e, 


就 证 Weierstrass 遂 近 定 理 。 攻 [a,b]=[0， 13， 则 它 是 上 
述 定 理 的 直接 结果 。 设 Cao, 51 于 [0,1; .考虑 了 的 函数 六 ta + 
(6 -一 0))z 这 个 函数 在 C0 ，12 上 有 定义 、 连续 ， 因此 存在 
多 项 式 Q(》)， 司 对 所 有 33》 了 E00，1 21 有 
[ftatrtyth~- oe))-—- OI e. 


当 YEra，Pp] 时 ，(*x 一 ap 一 atcr0，L1]。 于 是 


-0 <t, 


因而 多 页 式 P(x)= oa 一 二 ) 即 为 所 求 ， 


注 当 0 之 a 之 5 之 1 时 Weierstrass 况 近 定理 也 戌 立 ， 

23. 设 是 有 界 闭 区 间 Ca，682. 上 的 连续 函数 证明， 站 容 
许 由 有 理 系 数 多 项 式 一 致 通 近 

证 人 性 给 8 半 0， 由 Weierstra:: 襄 近 定 理 ， 存 在 多 项 式 忆 ， 
使 得 


max EAS — Px) [<<ef2, 
< 


UO 


其 中 P(x) =aotarxt 二 gar，G0 al en 是 实数 。 令 
c =max{|lal，|[58|}， 对 每 个 i (0 二 7 产 志 RR)， 取 有 惠 妆 局 使 
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| pi 一 oe] < tn+] es 
并 设 Qe =6; 十 Dx 二 二 Ha, 
则 {P(x) ~ Q(x)| = D3 Cne ~ 2 ef2, 
, - 1 一心 
用 而。 maz | P(x) -QCc)1<ey2， 
让 
因此 max |ftxy~ Q(x | e., 
人 TA 
24, 设 了 是 有 界 闭 区 间 [o，#5; 上 的 连 杨 函数 。 证 肚 在 在 单 
调 谴 减 的 多 项 式 列 {Pw}， 它 在 Ca ，5 了 上 一 致 玖 化 于 了 
证 设 {fejj 是 适合 en=1 的 任 一 正 烙 列 ， 由 Weierstrass 宜 
三 1 


1 Fe + (~ (2 er) = POY)! C2 
Ef + (ler- (2 en) ~ .tn) {<2) es,, 


[FO + (1 em en Coen) Fatx) [< (2 e,. 


令 falx) = fx) +1, fC) 二 fw) + {1 -之 Ers Nl, 
= 1 

我 们 有 

fo PN NP nN Psy (Xe, 


而 且 {f4} 在 Ca ， 的 工 一 致 收敛 于 了 《显然 ， 对 于 单调 递增 多 项 


式 列 的 情 癌 ， 类 伏 的 结果 也 成 立 )》 ， 
25. 设 了 是 有 界 闭 区 间 fa ，6 上 的 连续 遂 数 ， 并 设 


和 


， 
| arcodx= 0 《1 二 由 1】 ， yo 
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证 明了 一 9 ， 
证 由 Weierstrass 通 近 定 更 ，/ 容许 用 多 项 式 一 致 避 近 ， 
因 上 下， 对 所 有 x ELao， 8&8， 行 
fix} = Plx) + ehtx), 


其 中 & 是 任意 正 实数 ， 且 在 [ae，5 上 [AsIST。 于 是 


b b 
| fr(wdx=| fOr EPC) 十 BR 
时 忆 


世 由 很 欠条 {fp ds = 0 , 
从 而 ae dx & | Le [a xs 
由 药 任 意 性 ， 得 到 . 

| epoax= 0 ， 


故 f 三 0， 
26, 设 f 在 区 间 (a，6) 上 有 过 绕 的 叶 数 ， 令 


1 1 .1 
A + 一 )- f(s 1) 
证 明 (1) {Fs} 在 Ca，BI (ea<a<p<5) 上 是 一 致 收 伍 
的 # 
(i lim, 「 Facoax= FB) -fo), 


es 


-{ 


证 ;各 在 堪 整 数 4。， 合 


a<a-t<p+li<b, 


to 
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由 于 刀 在 | -二 ，f + | 上 连续 ， 四 而 也 一 致 连续 , 于 
是 ， 任 给 = >>0 ， 存 在 8>>0， 合 当 [xx 人 5 xx 
_1 1 
[B+ 大 | 时， 


[fF x) x) 1. 
取 正 整数 浆 =max {C2/8] +1，n,} ， 当 # >N ,时 ， 对 性 
意 x ELCa，BJ,. 都 有 x - 虐 ， x+J€la-l, B + 工 |。 由 
+ mn  、 i np 


0 


Lagrange 中 值 定理 知 
{Fn(x}—/f’ x) | 


Ut) 


a 
一 


Df E(x bt) ] 

= | (En -7 (XE, 
这 里 ， i 因此 ，{Fs) 在 Ca，PB]) 上 一 致 收 仇 
于 f' ， 又 当 充分 大 时 在 Ea， 彰 ] 上 可 积 ， 因 此 ， 由 逐 项 积 
分 定理 有 : 


tt -to 


lim | Fa dx=) 7 Codx ftB of 
区 ， i . 


27. 证 明 ， 函 数 5(x ) = > 二 在 区 间 (1 ，+co) 上 连续 且 


可 和 祯 ， 但 在 (1，+oco) 于 不 一 至 达 续 ， 
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证 性 歌 x,> 1， 对 尾音 x 后 xo，+ 0)， 有 


0 1 99 1 
之 mn me 


0 1 
故 级 数 总 7 在 [xu，+ o0) 上 一 至 收 语 又 央 名 一 项 这 续 ， 族 


E(x) 在 [xo，+00)} 上 连续 。 由 xo>> 1 的 任意 性 可 知 t (x) 在 
{1, +eoy 上 连续 ， 


sj 
因为 于 - 台 在 [xs，+ co) 上 也 是 一 致 收 敏 的 ,所 以 5 (x 》 
这 以 逐 项 求 导数 ， 其 中 xeo>> 1 是 任意 的 ， 从 而 E (x) 在 (1,，+ 
co) 十 可 微 ， 
青 证 4 (x) 在 (1，+o0) 上 并 不 -… 致 迁 续 .对 x 之 1， 有 


Hi 
dk 
十 

[= 
pl 
十 

一 

十 

jet 

革 

~ 


_ 1 

= 1 + 
因此 ， 当 x 六 140 了 时 (x)>+oc, 车 E(x) 在 (1，+ec) 上 
一 到 ?连续 ， 则 对 任 给 之 9， 存在 下 0， 当 | 六 一 1 1< 5A2， 
| x -1 | 所 $1/2 时 ， 

ECG 一 ES。 
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由 Cauchy 准 则 知 lim (xy 存在 且 市 良 ， 这 与 lim E(x)= +ece 
半 二 1 十 自 六 二 日 


党 生 耶 盾 ， 
,28: 设 tc 王 人 0，1》， 且 当主 7 /时 ， Xs 区 xy。 试 讨论 
通 数 


oo 5 是 全 一 站 人 
f (0) 六 


三 1 


在 (0，1) 内 的 连续 人 性， 
解 ” 我 们 指出， 函数 上 于 xs(n = 1，2 ，, 心 ) 处 不 连续 ， 而 
在 《0，1) 中 的 其 它 点 处 连续 。 为 蝶 ， 记 


fn(x) = 2 "spgotx — xn), = 
. oo 1 ee 
下 三 1 HH 三 1 


引 雍 ， 从 而 (x) 在 (0; 1》 内 有 起头 。 
对 于 任意 正 整 数 *， 为 证 了 在 x; 处 不 连 读 ， 我 们 记 


fx) = fnlx) + BD fal*) -f(x) + fl), (1) 
i 村 . 


显然 ， fs 在 点 xn 不 连续 ， 而 对 1) 中 的 级 数 ， 其 每 一 项 fr 
关 1 ) 在 xn 连 续 ， 又 级 数 写 fCx) 在 (0,，1) 上 一 致 收 敛 ， 从 


而 疡 在 点 4 连 组 。 由 此 可 知 ， 上 在 xn 不 连续 ， 

对 任意 x,E ( 0，1 )\{xn} ， 记 有 思 在 点 连续， 而 写 A 
Cx) 在 《0，1) 上 一 致 收 但 于 六 ， 歼 上 在 点 x, 连 续 ， 

29. 设 总 户 (9 = 下 CO 于 (a，b) 上 处 处 收 人生， 在 任意 闭 区 
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间 C&@，B2(a < 之 a 之 和 之 6) 上 一 致 政 颌 ，fn 在 ta，65) 上 这 
续 ， 且 有 


在 
Pat) |= | Src [<M, «Ea, 区 ne 2, 
= ] 


证 明 习 fa) 可 逐 项 积分 , 


证 易 知 下 在 (ga，45) 上 连 包 ， 由 | 了 (x) | 所 MH 知 FF 在 [a， 
b J 上 可 积 ， hs | 
任 纵 8& 半 0， 取 “， 了 满足 ga<ec<cac 户 ， 


CC 一 <aer5ga+1) b-d<efs(tM+t1). 
在 Cc， 9) 上 之 fntx) 一 致 收敛 ， 于 是 存在 no， 当 1 半 no 时 
[Fx) — Fatx) | eB5(d -ce), 


丙 此 ， 


二 F(x)dx— [Fatwa 

<| FW ~ Fa [dx | Poo - Fax) ldx 
起 . 由 

+ MRE — F(x) Lax+ | Foo ~ Falx) dx 


<2M "(dcI+2M 


.i 十 一 
5(a+1) S(td-ce) 
、 世 


各  - 中 
FF 1 " 


即 习 六 fx 可 更 项 科 分 ， 


4 韦 


30. 设 图 数列 {qm} 满足 如 下 条 件 ， 
C1)》wps 是 [一 1 ，1J 上 的 非 负 过 续 卫 数 ， 且 


1 
lim | mn(x)dx= 1, 
Hoo -1 


(i) 对 任何 0 < 之 5 < 过 1 ，{qw} 在 5 一 1，cJ 及 [cec，12 上 
一 致 收 禾 于 零 。 
证 明 对 在 [- 1 ，12 上 连续 的 咕 数 9， 有 


tim | gon Ndr=900). 
从 一 


证 由 《i) 知 存在 Mi， 便 | Yaw)dx<Mi(n =T 2， 


= 站 又 国 98 在 E 一 1， 1) 上 连续 ， 故 存 在 村 ;使 | 8 (x )| < 之 Mi， 
x Er-1, 11, 
企 给 8 汪 0， 存 在 80 之 $< 达 1) ， 使 当 | x | 之 8 时 


g(x)—- 9(00)[< e241, z 
由 于 {e 几 在 [- 1，- 851， [5，13 上 一 致 收 和 化 于 0 ， 故 存 
在 #4， 当 *# 之 ns 时 
0 Par) ESEM,, x EL-1, -02Uc, 1, 
因此 当 # 疙 6 时 


ratx) od) dx 
1 


9nd | 


6 
< (| wm Lotx)} — gt0) dx 


. l 
+| int a |oCx) — gc0) | dx + [ pn(X) Lg) 
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— gt0dx 


Ea E 
a2 Oo M+ 
"8M: ~ 2M BM 


由 此 人知 
1 1 
fim | gx mn xdx= lim | patx) TO dx 
nen 1 ， HH--oo 一 
= gt0), 


1 1 
31。 证 明 | x dx= 之 i 


证 “= isi S$) 


其 一 疙 


XILnox， 关 0， 
f(x)= 
0， X= 0,， 


网 疡 (<x) = 1+lnx。 当 0 之 x 之 ]ie 时 (x) 之 0， 故 了 在 
(0，4/6》 上 递减 当 1/c 达 -< 之 1 时 ， f(x)>>0， 故 j 
六 《1/c，1) 上 递增 。 因 此 ， 


Fr07= lim xz)=0- Cl) 


为 极 大 值 ， 而 了 (11e)= -Te 为 段 小 情 ， 于 是 ， 
1 了 kx)| 所 17e。 


当 呆 是 任意 实数 时 ，ew = 也 “一 ， 故 对 任意 5 之 0， 若 国 


了 2 的 


定 M Gf>1/e) ， 就 存在 re， 使 >mo 峙 便 有 


洲 0 过 yx<T， 则 当 王 全? 时， 
ey 《一 


1)* = 1/1 
ks YI -一 
它 局 — {xlox) hl A 人 


so 了 
< TH 
全 R! 


因此 ， 级 数 六。 
人 而 可 以 到 项 各 分 ， 


六 (xlnsn 在 《0，17 内 一 部 收 训 于 x 


D0 ny 
[a] 一 1] 3 
= ) | inexds 
人 n 二 放 a 0 
! Cn 
Anim wd = 
而 | (+1DT 
_ 1 < 1 
上 一 一 - 二 了 一 
放 | 也 《站 士 ] A 


了 了 2。 没 {zs} 在 任何 有 寞 区 间 于 - -下 蚁 圾 于 站 ， 且 六 在 任何 有 
界 区 问 上 疗 术 ， 有 存在 函数 王 ， 遍 | (1 所 F(x) {1H =1，2， 
:*)， 且 


| ‘F(a 


#27 


收 仇 。 证 明 lim [fdr = | Acoax。 
Ro ou "bo 


证 因 |fa(x)| 太 F(x)， 且 {fn(x)} 在 任何 有 界 区 间 上 -一 致 
收 笋 于 上 (区)， 故 


[fix le F(x)., 


而 | “Rx)dx 收 钱 ， 故 | (x)dx 也 收 化 。 于 是 ， 可 取 充 分 
大 的 正 数 4， 使 


[上 f(x) dx 


< 的 fx) < 


{Fx ds <， jj Fewdx le, 
To 5 村 | 5 


又 因 {fr} 在 [~ A4，42 上 一 致 收 伍 后 ， 收 
lim | fa dr= | fled 


因此 ， 存 在 x#。， 当 如 290 时 有 


reoaz-| fa es 


:二 | 征 fee dx 


+ 4 pepast 人 Fodxt+|| fon ds 
EE EC Ee 
-上 dt = , 


2 


其 lim [A dx =| fn) dx, 


| 心 司 


33。 证 六 在 《一 co) + co 上 ` 议 连续 ， 且 {jw} 在 《一 co， 
+ ee) 上 一致 收 伍 于 了 。 证 时 了 在 (- ce，+co) 上 也 一 致 连 
续 ， 

证 因 {fwj 在 《~o0，+o2) 上 一 致 收敛 于 ， 放 对 任意 
之 0， 存 在 Nn (6)>0， 当 fn 之 nCe) 时 对 一 雪 x El-o%， 
十 oo) 都 有 


|f 0 — fat | /7 3。 
特别 有 |f(x) 一 freey (2) 1 之 2 1/ 3， 
对 酝 意 i， %a Eeeo，+coy， 考 由 

[f(x1) ~— f(x) | 去 FECxly 一 六 | 

+ fwcey Cx) — fnee Cxa) | + 1f RE Tp }— fxs) 

ef +t fa CX) — fn (xs) |. 
因 frnwwj 在 (0，+ 0) 上 一 致 连续 ， 故 对 上 述 的 8 疙 0， 存在 $ 
(5) >0, 当 |x1 一 ,%s | 之 名 有 时， 恒 有 

| facey C1) = fniey (Xa) [<AEd3, 
从 而 |f xn) — foxa) | < 2e/3 te/3 = gy 


即 了 在 (=- 吧 ， 二 sq) 上 一 致 连续 
34。 设 {xsj 是 区 间 《0,1) 中 的 全 体 有 理 数 。 对 x ECO . 


1)， 定 尺 
, 1 
fx) = > 中 下 


苏 几 < 溃 


了 2 


1 
计算 积分 | f(x)dx([22)) 1970, PP, 1018), 


0 EE Nn 


解 坊 gafx) -1 


i/ 2 Yh 


| 则 级 数 galx) 丰 0，1) 上 -以 仇 于 (x)}， 故 
.闪光 1] - 


1 "4 Co 1 Le | 
| rpaz= BI ga dr SA- sn)/2, 
n=1 1 


35。 证 明 ， 每 个 笑 级 数 必 是 某 合 耳 数 的 Terlor 角 数 。 
我 们 知道 ， 并 非 每 个 三 角 级 数 都 古 某 个 通 数 的 Fourier 级 于 
(参看 | 9 1) 。 于 是 自然 会 问 ， 是 否 每 个 攻 级 数 必 是 某 个 函数 的 
Tayjor 级 数 ? 我 们 指出 ， 这 个 问题 的 答案 是 上衣 定 的 。 即 给 定 实数 


列 {on}， 必 存在 一 个 函数 并 ， 便 得 它 的 Payior 级 数 是 立 onx， 即 


Fn OO) onnl!, 
证 对 = 0， 1， 2 证 沈 肯 获 列 rm 为 ; 


ol {lea i 4 
Jn( )= 
Ee ----- 2 
A 
在 其 余部 分 ， 作 任何 光滑 联结 ， 使 得 在 每 个 部 分 是 单调 的 ， 关 有 
任意 阶 有 穿 愉 数 &F  : 
然后 设 f。= 9o， 当 # 之 1 时 设 
ful%)= 上 人 Un(xo) dxodrld Xn 1 


恬 六 
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ar D0)| =|| gata 


=- 
[2|an,|r! +1. 


| Cat 1 


陂 对 不 等 式 一 1 之 fn 之 1(H=1，2,，) 积分 #1 一 卢 
- 1 深 ， 就 得 到 


(fan iz] skfen py (R=0, + #—1), 
其 中 规定 fn = fw， 由 Weicrstrase 淹 济 治 ， 各 这 级 数 宇 了 0 
(8& 关 0 )》 在 每 个 有 办 区间 上 一 致 收 伍 。 令 

fx) = D fn), 
网 可 逐 项 求 号 ; 
mp Bf Cr) Fl 


由 于 /a0(0)=ammiBwe 其 中 当 和 4 一色 时 Dap= 了 当下 天 
内 昌 nk 二 兴 3 .大 而 " 


了 1 (0) 一 Un 而 


推论 ”因为 函数 
,| X00, 
g(x . 
: 0 ， XX " 人 


的 Taylor 级 数 恒 为 0 (参看 本 章 反 例 30) ， 故 对 上 述 函 数 了 和 任 
#31 


意 实数 入 ， 疼 数 

hixy = f(x) 十 和 如 《和 
与 函数 /(x) 具有 相同 的 Taylor 级 数 。 换 证 之 ， 存 在 无 穷 多 个 遂 
数 ， 使 其 Tayler 级 数 为 在 一 给 定 的 称 级 数 。 


及 例 


1 ， 在 各 个 Ex =1，2,-…) 上 上 一致 收敛 ， 而 在 U Es 上 
不 一 致 收敛 的 函数 列 。 
设 FF 二 = 1 9 2， oa 则 肖 数 列 {fn} 在 每 个 区 癌 
Ey = 和 一， .| (CR = 1，2，…) 上 都 一 致 收效 于 了 = 
， 后 后 十 了 
0 。 又 ， {fj 在 U En=50， 1 ) 上 处 处 收 敏 于 了 二 0 ， 但 它 在 


[0 ，1 ?上 并 不 一 致 收敛 。 
注 容易 证 上 明 ， 恕 困 疝 数列 {wj 在 各 个 五 了 R=1y2s"*, 


rz ) 上 一 致 收敛 ， 那 么 (fn 在 并 集 U Ft 上 也 一 致 收 倒 。 上 述 反 


例 说 明了 了 不 能 把 这 个 命题 推广 到 无 穷 多 个 集合 的 并 集 上 去 。 
2 。 一 个 在 紧 集 上 一 豆 右 界 的 连续 函数 列 ， 而 不 存在 收 敏 于 
列 。 


设 fu} 一 Sinnx, 如 二 27T, 休 “= 1 由 2 ye 


假如 存在 某 个 正 台 数 列 {mw}, 使 得 {sin nzx} 对 每 个 x E50 ,2 区 者 
收敛 ， 那 么 必然 有 


lim (sin Hpx— SiD MgriX) = 0 0 2, 
Ro 


由 此 得 到 
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Yim fsin HzYX 一 St x = 0, DERx 人 E22n, 
Reo 


据 Lebesgue 有 界 收 敛 定 瑟 (参看 .121，， 有 


a 
lim | {sin nex — sin naix) dx= 0. 
Roo 


另 一 方面 ， 由 简单 计算 可 得 


立 开 
| {sin ngx ~ Sin Hr yx) di 2 2 
0 


矛盾 。 因 此 ，{sin ax 中 不 存在 收 贷 本 列 ， 
3 。 一 个 一 歌 有 界 且 处 处 收 伍 的 连续 函 装 列 ， 它 没有 一 致 收 


0 EXE Ho 2 


设 (xD) 


2 

x {1 

则 对 任何 < Ef9，+ 7 及 正 整 数 疡 ， 人 恒 有 
| fntx%) | 所 1 ， 


即 {f;} 在 区 间 £0 . 1] 上 是 一 致 有 上 界 的 。 尺 ， 对 每 一 x ELI0 » 
1) ， 都 有 


lim fntx)=0 
即 连续 秀 数 列 {f4 在 C0 ，11 上 处 处 收 合 竹 0， 但 是 ， 册 于 
‘1, ... 
i f=) 1 > 2 ) 3 


可 见 { 有 的 枚 柯 子 列 {f 在 [0 ，1 2 上 均 不 可 能 一 致 收敛 。 
4 ， 个 省 界 函 数列 ， 它 处 处 收 笋 于 一 个 无 园 画 数 。 
各 什 落 数 
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minf n， 工 |， xl, 
fx) = ~ 


0 ， = 0. 
在 所 区 同 [0 ，1) 上 全 都 有 界 ， 且 在 ;0 ，13 上 处 媳 收 侣 于 遂 数 


YY 
f(x)= 


0, xX= 人 人 0, 


然而 ， 证 女 毅 数 了 在 [0 ， 工 3 上 无 界 。 

注 ”容易 证 明 ， 一致 收 襄 的 有 党 函数 别 ， 其 极限 函数 也 是 有 
界 和 的 。. 上 述 芭 例 说 明了 在 这 一 陈述 中 一致 收敛 的 条 件 不 能 减弱 为 
处 处 收 策 。 

5 。 一 个 不 一 致 有 和 界 的 钞 数 列 ， 它 处 处 收 全 于 一 个 有 界 消 
数 ， 


0， x= 人 或 1 /1x 起 1， 
设 fx) -| 

1, X= 1/2n, 
页 在 区 间 [0 ,1 /2nj 和 C1 /2n, 178 工 ， 规 定 广 是 线性 函数 ， 
并 且 是 产 续 的 。 末 数列 {p} 在 区 间 [0 ，11 上 处 处 收 伍 于 零 ， 
因为 当 x = 0 时， 是 热 成 立 ， 而 当 x 站 0 时 ， 内 要 #1/ x， 
就 有 fn(x) = 0。 然而 ， 函 数列 {fw} 在 [0 ，12 此 并 不 一 至 有 
界 。 

证， 容易 证 明 ， 如 果 函 数列 { 产 } 在 点 灌 天 二 一 至 有 界 且 处 处 
收 敏 于 画 数 所 ， 那 和 了 在 五 上 亦 必 和 和 外。 上 述 反例 说 明了 也 确定 
存在 不 一 数 有 界 的 通 数 列 ， 它 却 处 处 收 纹 于 一 个 有 界 团 数 。 

6 。 一 个 连续 函数 列 的 非 一 致 极限 ， 它 在 一 个 稠密 集 上 无 处 
连续 。 


在 区 间 [0 ，13 上 完 六 画 数 了 ， 
Fe 1 X 三 六/9， 辫 与 9 是 下 质 的 萎 数 生 了 >0， 
上 
6， 为 C0 ，1 中 舶 直 它 点 。 


对 于 任意 正 整 数 =， 定 义 户 如 下 :按照 各 点 (19，17182)， 其 
中 19 py， 9 ， 在 各 个 六 如 (pj9-- 1 /2n:，p/9) 
的 区 疝 2 写 义 | pid n°, pig 


jx = in {2, 1 on 地 -过 诈 
#9 a 


在 各 个 形 记 (Ag，bPrg+ /125 的 这 个 ， 定 闵 
fl 1 PY 
fn) =rmax {2 , 2 a 二 站 


区 及 ,在 [0 1] 上 fn(tx) 傅 未 得 到 定义 的 备 信 点 ， 风 令 fntx) 
= 人 is。 在 [1 人 ，13 之 让， 定义 fi 使 其 碾 为 以 1 为 周期 的 周期 
函数 。 于 是 ， 疡 的 图 形成 为 一 条 无 穷 的 折线 杠 ， 它 的 各 跋 或 者 位 
于 水 平 级 了 = 11/18 之 上 ， 或 者 以 射 这 32n* 上 升 到 了 的 图 形 中 的 
项 点。 请 着 nm 的 递增 ， 这 些 “钉子 ” 僵 洲 前 尖 ， 而 麻 线 区 近 xX 
轴 ， 园 此， 对 种 个 *ERIR 有 R=1，2,，…， 有 


fn CY} fn (xX), 
lim fxr) = fx)s 


nh- 


其 中 了 就 是 一 开 如 定义 的 疯 数 ， 并 以 以 1 为 周期 把 它 扩张 到 整个 
实 轴 上 上 。 平 是 ， 每 个 通 数 /在 "上 全 部 处 处 连续 ， 而 极限 函数 
在 有 可 娄 和 密集 上 无 人 过 绪 “大 第 - 章 问 题 12》， 

二 个 浊 轩 两 数列 ， 它 的 地 下 极限 也 是 一 个 舌 续 函数 


Sp Os 1] = 2 ， "ny 


谋 smnt%》 = 
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出 对 每 一 xEr0，13， 痢 有 


jim safxy 一 站， 
Noo 


现 证 {tsa} 在 CO， 12 上 不 一 致 妆 僵 于 零 。 为 此 ， 具 要 证 明 对 
于 任何 正 数 M， 在 x = 0 的 附近 总 可 以 选取 x 及 正 蓝 数 x，、 使 
得 Sn (Xx) >M, 令 


(C1?) 
sn(x) = 0 
全 (1 二 Tn ixty? } 


得 xn = 7 /2， Saxn) = 51 可 了 大 当 王 充分 天 时 ,就 有 snafxny 


>M。 因 此 ，{sw} 在 区 间 [0 ，1D] 上 不 - - 致 收 策 于 堆 。 
这 个 例子 是 由 人 sgoodrio 作 出 的 。 
注 “连续 阔 数列 的 一 致 极限 也 是 连续 申 数 。 上 述 反例 说 明了 
连续 函数 列 的 非 一 至 极限 也 可 能 是 连续 重 数 。 
8 。 一 个 无 处 连续 的 函数 列 ， 它 却 一 致 收 伍 于 一 个 连续 范 
数 。 Jj 
1/n，x 为 有 理 数 ， 
0 ，% 汶 无 理 数 ， 
刚 对 每 一 Cn = 1，2，…)， 沙 数 f; 企 (一 o2，+o9) 上 无 处 连 
续 ， 但 陪 数 列 {ffs} 在 《一 co +oo) 上 一 - 玻 站 人 施 于 连续 溥 数 了 
二 
， 9。 处 处 收 希 而 无 处 -- 致 收 伍 的 连续 函数 列 。 
在 闭 区 间 5C0 ， 13 上 定义 函数 了 
) 2 bp 与 9 是 互 质 的 整数 , 且 9 >>0， 
(x) := 
0 ， x 为 [0 ，1] 申 的 万 蝇 点 ， 


设 fc) =) 
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于 是 , f 在 C0 , 12 中 的 尾 一 有 了 理 点 间 斯 ， 而 在 任 一 无 理 点 连 纱 ， 
现在 构造 区 间 50 ，10 上 的 连续 函数 询 {f,} 如 下 ， 对 每 一 正 
绽 狼 "， 令 /的 图 形 为 依次 连结 


(0, f 00)), (a /二 (3 3)} 3 


全 17)) (1, fF (1)) 


的 直线 段 而 成 的 。 易 见 ， 葬 数列 {fw} 在 C90，12 上 连 急 且 处 好 收 
伍 王 了 ， 因 为 极限 函数 了 在 [0 ，1 2 的 任何 闻 这 间 上 不 连续 ， 所 
以 靖 数 剂 {f 在 [0 ，13 的 任 条 了 区 亲 上 都 不 能 一 致 监 化 于 函数 
i. 

10。， 一 个 处 处 收 贷 于 零 的 连 转 所 数 列 ， 它 却 无 处 一 至 收 和 伍 。 

本 章 反例 9 中 的 处 处 收 闹 而 无 外 - 致 收 和合 的 连续 函数 列 ， 其 
援 限 函 数 在 【0 ，13 的 任何 区间 上 上 殉 沾 连续。 于 是 恒 产 生 问 
题 ， 是 否 丰 在 连续 通 数 刻 ， 它 处 处 收 人 效 于 其 个 连 急 画 数 ， 但 孝 无 
点 一 致 收 剑 ? 我 们 指出 ， 这 样 的 连续 所 数列 确实 存在 。 令 


A :0<ASl, mE{0, 1, “1), 

8 为 下 整数 } ， 
= z hh) REeF 
并 令 。 fn(0)= 0 Jo( 坊 )= 0,， ET 


又 当 太 EFo 且 为 奇数 时 ， 定 义 


4$7 


摄 后 ， 在 [0 ， 1) 上 所 尚未 得 到 定 交 的 每 个 小 区 间 上 ， 令 /为 线 
性 函数 且 连 续 ， 于 是 ， 对 每 一 3，jn 古 .0 ，11 上 的 连续 少数 。 

易 见 ， 对 每 一 x ET ，17，{p 都 收 伍 于 替 ， 然 而 ， 对 任 
何 子 民 癌 4 和 ，POCGEO，13，{tf 在 (G，B)7 上 不 可 能 一 致 收 


届 


仇 于 等 。 事 实 上 ， 我 们 可 取 麻 数 fy 5 非 信 整数 m。， 使 > 


Ca， BB》 而 -0 (#00)， 所 以 在 在 正 英 数 ;'。， 当 5 六 


pn 


Mo 时 就 有 
Ro Elta, 8)., 


rt] 3 +1 1 


今 取 正 溉 e ,( 0 em -并 并 令 x, = a ED 1? 则 当 1 > 


对, 便 有 


ji 二 Eo, 


这 就 天 明 {wj} 在 Co， 昌 J) 上 不 一 雍 收 角 于 零 。 

1]。 一 个 各 项 间断 的 省 数 项 级 数 收 第 于 一 个 过 续 吧 数 ， 它 孝 
无 处 一 至 收银。 . 

下 面 的 例子 是 由 Young 作出 的 (参看 L802) 。 

在 闭 区 间 C0 ， 工 J 上 如 下 定义 国 数列 ， 
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0 ，x< 为 {0，13 的 其 它 点 ) 


于 是 得 到 
. 1 IJ 3 
一 一 。 心 ， 壤 天 一 7 
0 » XY | | 玫 
s(x)= So) 二 
1 区 二 1 和 -二 3 
nT ’ 4 ”4 


直人 


我 们 证 明 ， 级 数 科 ww(x ) 在 [0， 1 上 村 处 政 仑 于 5 (x 


三 愉 。 
任 取 *o Ern0， 1]， 若 xn 为 无 理 数 ， 刚 sntxo)= 人 0， 从 


而 jim SntXo) 一 0 本 

车 xo 为 有 理 数 ，x。=~， 则 当 w 充分 大 时 ， 有 2"> 有， 从 
而 宇 不 等 于 吉 ， 高; … 寺中 的 任何 一 个 ， 所 以 也 有 s(x) 
=0， 因 此 lim sn(xo) = 0。 


人 一 1】 


1] 上 都 不 可 能 一 致 收 伍 于 s (x )。 
人 ra) 二 YY) 一 Sn 全 


-， 一 一 E 日 电 - 一 一 一 
2 nn 2 


A +- Ee P| - ~” -一 
? nn on 3 ， 


于 是 ， 计 于 ss = > 而 言 ， 不 管 # 多 么 大 ， 总 可 以 在 (a， BB) 内 找 
到 形 如 二 (之 14， 1 的 点 在 这 种 点 土 ，| ralx0) | = 


1 ， 这 就 下 明 级 狼 号 tm(z) 在 Ca ， 日 ) 上 上 不-- 致 收 化 于 s(x)。 
n=1 


12。 存 在 正 训 数列 41 <<as 之 … 及 紧 集 C， 使 {sinonx} 在 C 上 
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取 Gw = 《# 二 1，2，…)， 并 令 
C=1{0, T, nif2, nf3, 二 


因为 当 # 计时 ， Ym 是 乾 数 ， 抽 以 对 任何 x EC， 关 在 正 整 
数 训 。， 3 7 之 和 Ng 时 ， sinan* 三 ， 因 而 
lim sing, x = 0 。 

男 一 方面 ， 对 任 辣 固定 的 正 整数 #， 存 在 yx 生 忆 ， 鲍 如 可 取 
守 = 92H 使 stmanx = 1 。 因 此， 曾 数 列 {sinanx} 在 C 上 并 不 
一 致 玫 伍 。 
业 。 这 站 笛子 是 由 Freimerc'2 作 出 的 。 

- 3。 给 定 [ 首 ，+ co) 上 的 实 值 通 数 了 上， 适合 7 (0 )= 0， 
fF) 站 0 Hm F na)=0。 存 在 下 整数 列 {4n} 及 紧 集 亿 ， 


使 {f (aaz 站 在 C 上 上 收 敏 而 非 ~- 致 收 化。 
设 C=10, 1， 172， 17 3， … 上 ， 


再 设 cu= 叶 > 对 中 每 一 4 天; 当 1 兖 分 大 时 ， anxX 为 一 整数 ， 
故 .im . gax = 二 co 于 是 ， 对 任意 x E C， 部 有 


Tim fF tonx) = 0, 


HN oo 


0 之 eI (1)!， 则 对 每 一 正 整 数 n， 当 xs= 1/m 寺 ， 
就 有 


| Carn [=|f (iD)|>e, 


因此 ，{f (onx)} 在 C 上 和 非 一 致 收 伍 ， 
这 个 例子 是 由 Schneidercr2 作 出 的 。 
11。 一 个 遵 减 的 连续 机 数列 ， 它 处 处 收 伍 于 某 个 连续 函数 ， 
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但 并 不 一致 收 敦 ， 
在 汗 区 间 (0 ，1 ) 内 加 下 定义 耳 数 到 和 ws}， 


fnl x%) =-- 1 
1+ns 


出 对 每 -一 区 性 《站 »， 1 )， 莉 有 六 (2 六， - Cx), 县 
lim fn CX) 一 0 让 
no .| 


然而 ， 册 于 所 (17m) = 1/23， 可 见 { 有 在 《0 ，1) 上 并 不 -至 
收 苞 。 

注 ” ”如果 定 义 在 紧 集 电 上 的 递减 的 连续 函数 列 {fs} 在 记 上 椒 
好 收 第 于 某 个 连 纺 函 数 了 。 那 么 {fn} 在 上 请 上 必定 一 致 收 钙 于 于 
(和 参 者 本 音 问 题 11)》 。 上 述 反 例 说 明了 在 这 个 命题 中 ，E 为 紧 集 

两 个 一 发 收 敏 的 博 数 列 ， 甚 乘积 不 一 致 收 敏 ， 

在 多 "上 分 别 取 ， 

fn = gn X= = 1 2 
NO 可 {nt ?上 在 ! YL 上 一 豆 收 黎 卫 

。 但 是 ， 导 积 {fn(x)gn(*)}={* /nn} 在 了 1! 上 不 一 致 收敛 
了 0 。 

旭 们 还 可 计 一 大 人 本 个 沁 散 列 ， 它 位 在任 条 有 办 区 同上 都 
- 歼 收 货 ， 但 其 乘积 却 无 处 一 致 收 伍 。 例 如 ， 设 ， 

=x 1. 
fnt*)= (1 十 二 


人 


Cx) 1 “二 0 或 * 为 无 理 数 ， 
gn 二 | 
a flfn x=.pf9， 了 与 9 是 互 质 的 整数 , 且 9 >> 1 。 


442 


令 Fafx) = FaxJ9agx)。， 可 以 证 明 ，{17 直 与 1 时 在 任何 和 界 芭 问 
上 都 一 玛 收 笋 但 1 对 在 任何 右 界 并 辐 革 兰 森 一致 收 藤 ， 即 无 让 
一 致 收 襄 。 

注 ”可 以 证 明 ， 如 果 钠 个 轨 溉 型 在 它们 共 隔 的 定义 域 妃 上 既 
和 有 界面 允 一 致 收 售 ， 那 么 其 刺 积 存 刀 上 也 : 致 收 黎 。 因 此 ， 上 述 
反例 之 所 以 成 为 时 能 ， 是 由 于 其 中 至 少 一 个 两 数 列 在 所 论 的 定义 
域 土 是 无 界 的 ， 

16， 一 个 连续 和 函 数列 {/}， 它 在 0 ，1] 上 一 致 收敛 于 了 ， 
然而 ， 扬 的 纹 长 的 极限 不 等 于 了 的 弧 长 ， : 
.在 闭 区 间 50 ， 123 上 人 沦 义 汕 数 列 1x} 如 下 ; 

沼 x 人 =0 而 
x = ki2n (k=1, 3 21 一 1) 计 ， 邻 fn(x》=1/n， 
在 J 尚未 得 到 定义 的 各 个 小 区 间 上 ， 令 记 为 线性 函数 并 使 fn 连 
续 。 由 于 


[fn tx) | 三 六 < 


因而 {1 由 在 [0 ，134 上 一 致 收 化 于 13 数 了 = 0 。 

另 一 方面 ， 因 为 一 个 等 边 三角 展 的 两 边 的 长 度 之 和 是 另 一 边 
长 度 的 盖 衬 ”所 以 由 /的 图 形 可 知 ， 每 个 fs 的 弧 长 等 于 2 ， 从 而 
其 极限 世 是 2， 但 了 在 【0，123 上 的 弧 长 是 1， 因 此 二 性 并 不 
相等 。 

17。 脖 项 一 致 欧 于 零 但 不 一 致 收 伍 的 函数 项 级 数 。 

容易 证 明 ; 如果 一 个 函数 项 级 健在 集 已 上 一 致 收 敏 ， 那 么 该 
级 数 的 通 项 在 妃 上 必定 -- 致 地 趋 于 零 。 应 当 注意 ， 这 个 命题 之 道 
并 不 成 立 。 例 如 ， 我 们 考虑 级 数 


[| 
有 1wX8An， 0 < TY< 1。 


= 
因 在 民间 C0 ， 1) 上 人 恒 有 2”/ 5 之 111， 故此 级 数 的 通 项 4"/ 
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在 C0 ， 1 让 一 致 好 趋 于 零 。 又 因 


XH EN, 


前 级 数 习 x? 奉 C0 ， 1) 上 是 收 钙 的 ， 玻 级 烤 习 sn/ 在 C0，1 
， n=] 


上 也 是 收效 的 。 但 赵 ， 它 在 [0 ， 1 上 并 不 一 致 收 就 ， 
18。 一 个 一 玛 收 竹 的 下 数 项 级 数 ， 失 有 不 - - 致 收 化 的 重 排 。 
平面 的 生子 是 由 Bacper 作 出 的 《参看 .29.) 。 


考 虞 级 数 
32 一 i | Ee ， 
1 +x" ti {Ta 
要 
CE 
稀 网，sang 0，3anrtfY) = 了 


所 以 S 2+1 (xj < IT。 


由 此 可 知 ， 这 个 级 煞 在 任何 区 间 (~ a ， 5) 上 神 一 致 收 全 于 0， 
此 处 他 0 b>D 二 


我 们 尘 处 重 排 后 的 级 数 
必 全 下 np | 
x - _ 
Voi x CF)? 1 x {1l+x)? 
a A 


和 -  __” rr 一 
{1+ x:)+ (1 + x:} 明和 一 小 (1 + x?) 下 性 一 也 


人 


(1 十 和 
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不 难 在 出 ， 


be x 
3 
(LF) (te)n") 
Yt 了 
f《 1 4 i) mn-? i | 四 中 
_ (1 十 wy 一 ! 


| Fn “ 2 


而 对 x = 土 (2 一 1) 言 ,有 ssn-1(xm) = 十， 因此 ， 重 排 后 的 级 


数 (1)》 在 (~ 6，5) 上 不 一 臻 收 伍 。 
19。 通 用 的 连续 函数 列 。 
区 间 [0 ， 1 上 的 连续 函 煞 列 {hw(x*)} 叫做 通用 的 ， 是 指 对 
于 C0 ，1J 上 的 人 尾 一 连续 函数 (x)， 奈 {hat x )} 中 桓 有 子 荡 数 
列 {h,(*)} 一 致 收 化 于 f(x)。 若 如 所 f(x) 尺 肝 ， 则 还 可 


联 ha {x) 适合 


mh (xX) EN, 

现在 ， 我 们 着 手 构造 一 个 通用 的 尖 续 画 数 列 。 

设 f(《x) 是 闭 低 间 E0 ，17 上 的 连续 函数 ， 从 而 世 在 50 ， 
11] .上 有 界 ， 令 其 上 界 为 好 ， 下 界 为 wm。 对 任 纵 的 8 汪 0， 取 充 
分 大 的 正 整数 启 ， 使 当 | x 一 < 人 坟 ]/R 时 ， 束 有 

-| Fe) fx) | es, 
对 于 整数 YYv=0，1，2，:…， 上 请)， 有 取 有 理 数 +, 使 
1 
作 指 线 函 数 
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htx) =ryt (ry ™ rv (Rx Y) 
(YX tl Y= 0 J] 2 m+ 1), 
则 在 区 间 [Cv /kh，(vY + 1 7 的 上 ， 成 立 着 
If (x) — hm) [|x) — fv/ RY | 
+ [fov/R)— hev/R) TARCVAR) — ACK)! 
<Cef5+|f(Y/R) -rst lv ~r Rr- | 
<e/5+e/S+|rv;: -ryl, 
最 后 的 项 小 于 Cv 十 1)/h) 一 (vi/k}|+28/15<38/5。 
因此 在 50 ， 工 上 恒 有 
jf 6x) — h(x) [< e, 
到 {rol<<lf(Y/8)D 出 At) 又 满足 
人 CM. 
此 种 折线 函数 请 (x ) 由 其 “ 预 点 ” 之 什 * ，ri， …， 续 决定 ， 
有 理 点 
{ras ris “es rR)} 
为 一 可 数 集 ， 一 切 h(%) 也 成 -- 辐 数 集 。 给 名 以 1,，2,，3，“， 
叉 给 8 区 1，LU2 13，…， 得 一 函数 列 
hx), Hox), Betax), "rr, 
对 于 [0，13 上 的 任意 连续 画 数 了 (> )， 正 数 。 及 正 整 数 mo， 
{hax)} 中 必 有 子 列 {tpaCx)j 适 全 
[hw (xD — Fx) | Yio, 
至 此 ， 我 们 柏 造 了 - -个 通用 的 连续 东 数 列 {8,(x)}， 和 合 对 起 
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义 奉 50， 1 上 的 任 一 连 读 函 数 了 (x)，{4,(%)} 中 有 一 予 函数 
列 {fn (x)} 一 歌 收 雍 于 (x)、 著 m 志 fx) MU， 则 可 使 全 ,(%) 
还 合 | 

WR hn (HEM, 

20。 例 19 的 改进 。 


-本 于 价 19 指 出 了 存在 通用 的 连续 函数 列 。 这 里 ， 我 们 将 进 一 
步 指出 ， 如 果 记 是 C0 ，1 1 上 的 产 格 音调 的 连续 函数 ， 那 么 ， 


50， 11 上 的 每 个 连续 函数 地 能 用 8 的 多 项 式 一 致 地 逼近 。 事 


实 上 ， 因 为 htx) 在 C0 ，13 上 连续 几 严 格 单 调 ， 所 以 谈 换 = = 
记 (Cx)，% 三 有 1(z 9 就 确定 了 0 之 人 志 1 的 点 与 某 有 界 区 间 a 
坊 2 上 的 点 之 间 连 续 的 --- 对 应 ， 晶 一 个 区 间 的 端 碟 对 应 于 为 
一 习 贡 的 端点 。 已 各 函数 (x) = hi(2 站 在 后 一 区 间 上 连 
续 ， 玫 :由 Wtierstrass 通 近 定 再 《 参 大 :FE 间 问题 22) ， 它 可 以 在 a 
所 :去 : 记 上 由 2 的 多 项 式 一 致 逼 这 。 和 笃定 = 之 0 ， 则 在 在 20 二 
G2 使 得 


和 ， 开 。 
0 
、 一 
‘ 


这 等 价 于 
nt ! 

fix) ~ 人 ah : ， 1， 
二 站 ' 


这 虚 ， 我 们 定名 请 (X71? = 1， 即使 对 其 个 xsE [0，12,， 有 
htxo) = 0 亦 是 如 此 ， 

注 “ 显 然 ， 如 果 用 在 一 在 和 界 闭 区 二 [Ca HT 来 代 符 区 间 50， 
13 ， 那 么 反例 20 的 结论 仍旧 成 立 ， 

在 反例 20 中 ， 客 项 式 的 系数 均 可 到 和 下 数 。 因 此 ， 由 下 的 有 
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理 系 数 多 项 式 所 组 成 的 连续 函数 列 就 是 C0 、 工 J 上 的 通用 填 污 国 

f (inxya =0，1，2，…} 的 有 有 理 系 数 的 线性 组 人 台 的 
全 体 构 成 了 闭 区 闻 【- /2，x7231 二 的 通用 连续 函数 列 。 

21。《 一 so，+eo) 上 的 连续 国 娄 上， 如 果 了 不 是 多 项 式 ， 那 
公 了 不 能 用 多 项 式 一 致 逼近 ， . 

我 们 知道 ,， 有 界 数 区 间 [ 4 ， ;上 的 连续 汕 数 必 可 用 多 项 式 
列 一 歌 过 近 (参看 本 章 问 题 22) 应当 注意 ， 对 于 无 界 闭 区 
闻 ， 这 -- 定 理 并 不 成 立 。 钢 如 ， 表 了 是 (- co，+oo) 上 的 连续 函 
数 ， 并 且 .了 不 是 多 项 式 ， 如 果 上 /能 用 多 项 式 列 {pn} 一 致 逼近 ， 
那么 存在 正 整数 no,, 当 ; 次 ao 了 时， 对 所 有 和 实数 x， 有 


[pi(x) = f(x) 1 
于 是 对 所 有 ; 之 no 及 所 有 实数 xX， 有 
| Pil) = pn, tX) |< 2, 
故 pi 一 pw, 是 有 界 多 项 式 ， 从 而 是 常数 。 令 i 六 十 oo 而 取 极 有限 ， 
入 到 一 pn, 是 常 值 汲 数 ， 从 而 了 是 多 项 式 ,这 与 假借 发 生 巴 盾 。 
22。 一 个 一 致 收敛 的 函数 项 级 数 ， 它 却 元 处 绝对 收 化 。 


(—1)*-1 
起 a 二 了 二- 
(x) x? 二 上 记 


,co R=1l, 2 
由 于 之 sx(x) 是 交错 级 数 ， 而 且 举 等 -xx Eco +oo) 有 
=] 


Tost) | > Tar, 1 CX) | i drtx)= 0，, 


站 而 该 级 数 在 5 - co，+ 00) 上 牧人 敏 ， 混 基 科 为 5 (UY); 
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s(x)= 一 - -. 1. -~ 1 于 sr。 


X 二 


令 bn(x)= 1 -| 


x (2N—1) ?t+ pn 


则 有 s Cx) = 避 5,(x)， 由 于 
社 三 ] 


1 
一 
Cx Con 1 [二 28 《2 了)2H 


bnt X= 
而 级 数 习 1 /2n (2n- 1 ) 收敛 ， 因 此 ， 根 据 级 数 一 致 收 敏 的 
Weierstrass 判 别 法 ， 3 pafx) 在 (- ce，+ecc) 上 一 致 收 仇 ， 
放 三 1 
现在 证 期 ， 级 数 并 ont)} = 入 1/(x*?+R) 在 《一 oa， 
= | 1 


+ oo) 二 无 处 玻 敛 。 事实 上 ， 任 联 Et-c0， ++o0)， 并 取 正 整 
数 #40 访 让。，，。 于 是 ， 当 下 全 fo 人 对， 就 条 


1 -~ 1 1 
i 
x rot+ 记 2 上 & 


因为 级 数 习 。 了 是 发 散 的 ， 所 以 级 涛 六 > 也 是 发 散 的 ， 
23。 存 在 级 数 癌 un(x)， 使 于 wn (x) 绝对 并 一 政 收 化 ， 


而 六 Isn(x)| 并 不 -至 收 煞 。 


者 塌 级 数 
#4 


局 (1 一 区 Mr Fl 


内 一 1 
世 见 ， 
0 x(n 
iin 一 |! wx 一 卸 一 一 
n(xX) = (1 0 vr 1 一 J] 
当 人 0 和 1 时 ， 
， w(t%— 1) 
lim sn(xy = 
nzoo i+ ” 
+ XE— IT)! -x 


对 性 给 殉 8 半 9， 当 1--t< 达 xX 仿 1 时 ， 


XxX—1) 
SC 1- XE, 


二 记 


千 是 ， 存 在 下 整数 no = ni(c )， 当 7# 之 no 了 时 可 使 (1 一 之， 
办 此 ， 所 论 级 数 在 [0 ， 12 上 一 到 收 化 于 x 《* 一 1 /+ ), 
现在 青 讨 论 志 对 值 级 数 的 收效 性 ， 因 为 ”  -， 


1 LI xx = (1) Dt 
n=1 = 


和 
0, %=1, 
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所 以 级 数 >- 1 (1 一 之) 在 70 ，1 1 上 上 纺 对 收藏 于 s(x)。 
然而 ， 出 于 和 国 数 * (~ 在 * = j 处 不 注 续 可见 绝对 值 级 
数 忆 (1 一)xr 在 C0 ，13 开 不一致 收 务 。 


注 “容易 证 明 ， 如 果 级 数 ww(x)| 在 fa，5) 上 一 致 收 


化 ， 那 么 习 zn( 轨 在 [9 ， 8 1 上 也 -… 致 收 级 。 上 述 反例 表明 ， 这 


和 
。 一 个 绝对 并 一 致 收 健 的 苏 数 项 级 数 ， 它 无 任何 正 项 数值 


ey 
虑 级 数 Sut), 4 < 区 ， 半 中 


0 ， 0 TAO + 


in2(ortisr), 2 Dx 
n 


un x 


六 


0 ， 2 <: 


1 。 
我 们 先 来 证 明 ， 级 数 总 cal) 在 区 间 C0 13 上 绝对 收 伍 


由 字 xakx 3 0 ， 放 只 吉 讨 论 忆 wn(% 的 收 合作。 是 然 ， 对 于 到 

定 的 Y， 若 xx = 0 或 1/2 所 X11， 介 in(*)= 0(n=1，2,， 
)， 放 此 时 级 数 之 和 为 0。 若 0 之 x < 172， 出 唯 有 满足 不 等 式 

2 人 2 的 一 项 Un( XX ) = sin (221 1xx)F0， 对 于 其 


案 的 站 ，Vnpfx)=0。 主 是 所 论 级 数 是 只 有 一 项 组 成 的 ， 因 此 它 
过 与 下 


也 是 收敛 的 。 
我 们 再 米 证 明 ， 级 数 写 w( *) 在 C0 ， 1 上 一 至 收敛 。 为 
此 ， 仿 1af XX)= vn 并 其 中 


0，, 0 Xt 
Un Cx) = sin? (27*17mx), 2 - nlx 2, 
0 ， 2 


因为 对 任何 x EC0，13 及 下 整数 4， 坑 和 


_ 
0 所 之 of Xx) 1]， 
=1 


即 级 数 又 ws(x ) 的 部 分 和 在 9 ，13 上 一 至 有 界 ， 而 数列 {1/m} 
萎 三 上 
对 每 一 了 都 是 单调 的 ， 用 浊 六 ca， 区 于 0 A x 1 上 的 来 
说 ， 它 一 致 地 趋 于 0 , .于 是 ， 册 Dirichlet 判别 法 知 级 数 
Sl x ) 一 3 ~ wut) 
=1 村 二 ] 
在 区 间 [ 0 ，1 工 一 致 收 敏 。 可 
最 后 证 明 ， 所 论 级 数 不 能 用 收 伍 的 十 项 级 数 作为 其 优 级 数 。 
事实 上 ，, 息 如 有 苞 级 数 立 co 存在， 那么 于 于 区 间 C0 ， 13 中 的 
半 一 1 


任何 xx， 都 座 该 有 
] 5 Tt) 1c, 


上 


且 加 cs 收 化 设 是 任意 的 正 整数 ， 则 恒 有 落 在 区 间 (2-%*2， 
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2 “9 内 的 xn 使 - 
sin2f2n8 1Txn) >172， 


于 是 -azp) wi (2 tn) >1/2n. 


因此 ,cn >] wn (xz)1> 1/24， 从 而 级 数 避 cn 发 散 ， 这 与 所 


设 写 < 为 收 令 的 优 级 教 发 生 巴 盾 。 


注 “上 上 述 反 例 表 明 ， 对 平 某 些 函数 项 级 数 的 一 致 收 敏 性 ， 是 
不 能 用 Weierstrass 判 荐 法 去 判定 的 ， 

25。 一 个 一 致 收 伍 的 可 微 渐 数列， 其 导 阔 数列 的 极限 不 等 于 
极限 函数 的 导数 。 

考虑 函数 列 


f= 训 arctgxay -co< x LHe N=1 2 me 


显然 ， 对 任何 x EC-o0，+ co)， 前 有 


工 
. drecte 区 | 
2 


fae) 0 | = 2 
[i 
因此 ， 当下 人 > 工 28 附 ， 就 有 
| fnCx) le. 
由 此 可 网 ， 函 数列 {中} 在 (一 吕 ，+ 00) 上 ~ 致 收敛 于 f= 圭 0， 
卉 一 方面 ， 我 们 有 
Clin fn(x))’s..=0, 
村 -PP 
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， 1 ， x 1 
Him 7 "(1) ™ im 人 1 i Wh 


因此 《 lim ft) se 起 lim f'n(l), 
ny 中 -9 


应 当 注 意 ， 如 里 再 加 上 条 件 ， 导 函数 列 {7's} 在 所 论 区 闻 上 


《im f(x = lim fnlx), 
| on 


因此 ， 想 屋 这 种 例子 得 以 存在 ， 导 阴 数 列 的 极 良 就 不 能 是 一 豆 


的 。. 久 
注 ”我 们 甚至 可 以 作 堪 一 个 -一 敏 收 襄 的 无 穷 可 微 函数 询 ， 其 


极限 库 儿 无 处 本 微 。 例 如， 设 


性 
sn(X)= FS bheos(orrx), 
k=0 


此 处 0 过 这 1， 4 为 一 奇 整 数 。 荔 见 ， 对 每 一 ?， sn ft) 在 
尽 : 上 无 穷 订 微 ， 百 tsnCx)} 在 已 :十 -- 狼 要 伍 于 基 个 诺 续 前 数 
s(x)。 但 是 ， 极 服 函 数 s Cx) 在 屎 "上 无 处 可 徽 《〈 人 参看 第 三 对 


有 反例 29) 量 
26， 一 个 一 求 收 委 的 无 穷 可 徽 末 数列 ， 其 时 图 数列 无 处 收 


伍 。 
设 f(x) =5innx/y RB, HH = 1 2 
出 对 每 一 #1 ，fw 在 R' 上 汇 穷 可 微 ， 朋 4fr} 在 尺 "上 一致 收 化 于 
j 汪 86。 田 一 方面 ， 
Fn(tx) =Y ncosnx, nl, 2, *, 


订 见 导 桶 数列 {fj 在 六 上 处 多 发 族 ， 
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2 。 一 个 非 一 致 收 化 的 可 微 钞 数列 ， 其 导 函 数列 的 极限 等 于 
极限 泡 数 的 导数 。 


LH Be 
设 SnCx)= Ol 
=] 
， | 
出 Sm) = 2 x 
R=1 
tl 
所 以 lim 3 {XX) = lim 了 一 并 二 - 1 . 
eo mrea 二 一世 1—*Y 
又 lim sax) -1n. 1 ， 
Rron 了 一 区 
所 以 ( lim ew) 1 
No 1 一 


”因此 lim # (x) =《 lim Sn x), 
所 一 


天 站 


然 诉 ， 函 数列 {s 让 在 区 间 C0 ， 1) 合并 不 一 致 收 化 。 为 证 明 这 一 
陈述 ， 我 们 先 给 出 一 个 关于 判别 不 ~ 致 收敛 的 命题 如 下 ， 阁 对 
每 一 # ，sn 在 x = c 左 连 续 ， 但 数列 {5c)} 发 散 ， 那 么 对 任意 
的 8300 之 5 之 cc)， 函 数 到 {对 在 区 间 (6 -总 ， 2 ) 汗 必 害 个 一 


， 国 1 i 
致 收 化 必 奢 和音 椒 滞 问题 13》 。 注 章 到 数列 sn( 1 1 这 去 《Cn 


3 2 由 宝 ) 发 藤 o 于 是 由 上 上述 命 题 可 知 ， 对 任意 的 8 (0 <8 到 

1), 活 数 阐 ise} 在 (1 : 1 二 六， 1 ) 内 不 一 致 收 化 从 而 它 在 5C0 ， 

1 》 阁 世 不 一 致 收 敏 。 
28。 [0 ，, +9) 上 的 一 个 一 致 收 全 于 零 的 广义 可 积 商 数 


列 {fs}， 而 使 数列 |， f(D dx 发表， 
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在 20，+co) 工 如 下 定义 函数 列 ， 
li/n, 0 SA Eh 
fnt 区 = 
0 xn’, 


则 {中 在 C0， +co0) 上 -- 致 疏 全 于 0、 有 日 对 每 一 %*，fn 在 £0， 
+ coo) 上 都 是 广义 可 积 的 。 但 


Fr 十 a 
[im | fnixYdx= linm n= 二 oo， 
0 
E17 Ws nm 


29. C1， 十 00) 上 鸭 一 个 一 埃 岂 必 的 广 攻 可 积 了 沙 数 询 ， 其 极 
限 函 数 开 不 三 义 可 积 ， 
和 福 1， 十 0} 上 害 义 图 数 六 及 扯 加 下 ; 


1/ ，]1 和 XY 
六 (YX = fix)= 1/x, 


站 ， “nn, 


对 任 给 的 .e >0， 取 正 整数 re=5I72 册 叫 当 i 时 ， 对 一 
昭 x EC[1，+ coo) 都 有 


[fix)- fn(tx) | e. 


因此 ，ifw} 在 51，+eco) 上 一 致 让 化 于 乒 。 又 对 每 一 和 ，j 在 
1，+o0) 上 广义 可 积 。 但是，f 在 上 上 1。，+co) 竺 并 不 三 尺 
可 积 ， 
注 .容易 证 明 ， 对 于 一 致 收 仇 的 可 积 证 数列 ， 其 极限 通 数 也 
是 可 和 祝 的 。 上 述 把 钢 说 明 ， 对 于 广义 积分 而 言 ， 相 度 的 命题 并 不 
成 立 

“30。 一 个 阔 数 ， 它 的 Marlaurin 级 数 处 处 收 伍 ， 但 仅 在 一 点 
与 这 个 j 百 数 相 合 。 
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函数 

E7 xx 二 0， 
fix)= 
0 0 


基 无 穷 可 徽 的 ， 并 且 它 的 所 有 各 阶 导数 在 x = 0 处 都 等 于 零 ， 饭 

以 它 的 Maclaurin 级 数 
名 mH) 0) 
号 I 


a 


Lm 
>i0 
要 涯 站 五 一 由 


存 实 轴 上 收 全 于 恒 等 于 零 的 函数 。 因 此 ， 它 只 能 在 唯一 的 点 x = 
0 处 与 乒 (x) 丰 合 
这 个 便于 是 由 Scheetterr 作 出 的 
注 上 途 反 俩 说 明了 从 两 数 了 在 点 a 的 各 阶 有 穷 导 数 的 存在 
性 不 能 推 得 对 任意 的 x 去 a4， 有 
fm Ca) 


正 因 为 如 此 ， 于 以 我 们 在 研究 茶 个 珊 禾 的 Tayler 级 数 时 ， 就 必须 
讨论 这 个 级 数 的 余 项 。 

31。 一 个 函数 ， 它 的 MacJaurin 级 数 仅 在 一 点 收敛 。 

函数 


f (x)= 号 -= (a>1) 
是 无 穷 可 微 的 ， 这 是 因为 接连 逐 项 微分 得 到 的 所 有 级 数 中 部 出 现 
因子 1 /mr ， 所 以 这 些 级 数 全 都 一 致 收敛 。 它 的 Macjaurin 级 数 是 
翌 (- 1 ee 2 
显然 ， 对 于 任意 的 x 关 0 ， 此 级 数 发 散 ， 而 在 x = 0 处 ， 它 收敛 
于 e 。 
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第 七 章 多 元 哨 数 


基本 概念 和 主要 结果 


这 ~”* 章 考 朵 的 是 定义 在 站 维 欧 氏 空 间 癌 特 别 是 二 纵 欧 氏 空 
间 卫 ?的 子 集 上 的 史 数 。 基 本 定 疼 各 性 后 给 出 如 下 ， 
设 门 为 尽 : 中 的 点 集 ， 了 xy， 3) 是 定义 在 妃 上 的 二 元 函数 ， 
CXp, ho? 是 五 的 聚 点 ， 4 是 -定数 ， 如 氛 对 于 任 给 的 E > 人， 
第 有 8 >> 0 ， 使 当 国 


Ox WY ro vol= Vr- x it yy) < 
且 (x， 2? ) 入 也 时 ， 有 
Ta 4 
我 们 就 说 当 《%s 2? ) 福 (xo，2%6) 时， 函数 了 (xx，y》) 以 用 为 级 
限 ， 并 记 为 


liin f{x, yy)= A, 
Cx PI ny 
连续 机 数 的 梳 念 昌 极 恨 概 念 立即 可 以 全 到 ， 亦 即 若 上 (>， 
3 在 后 (ooy Yo) 有 定 头 ， 及 lim f(x, ») 存在 旦 等 


{a Pp Ye 
子 上 CCxo， yo)， 则 称 (xz，y) 在 点 (xr，3?o) 连续 《对 于 号 的 
孤立 点 处 ， 我 们 约定 了 在 该 点 是 连续 的 ) 着 了 (CxY，3) 在 款 - 
点 《xw，9 扎 唔 连 续 ， 则 区 了 C(x， ) 宇 刀 上 连续 ， 
关于 极 洪 的 性 款 和 运算 法 涡 ， 玉 经 饼 奴 的 运算 法 则 以 及 有 办 
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阿 集 起 连 然 图 数 的 性 质 ， 均 和 一 元 函数 的 情 拉 相仿， 这 里 不 再 缆 
述 。 

前 面 所 考虑 的 国 数 汪 Cx>x ，3 的 辍 了， 居 当 <，3 同时 趋 平 
各 自 的 极限 时 所 每 到 的 。 此 外， 我 们 证 驶 讨论 *，? 先后 相继 地 
趋 于 告 自 的 极限 时 《x ， 2 ) 的 权限， 站 者 称 为 二 重 极限 ， 后 者 
称 为 紧 次 籽 限 . 

对 任 一 固定 的 >， 当 < = 过 了 (xx， 2) 的 极限 件 在 : 

lim f (x, »)=%(»), 


上 


而 里 (3) 在 》 记 5b 时 的 极限 也 存在 汪 等 :A4， 亦 靶 . Him qm (vy) 
= 那么 称 4 为 1 (*， 3 开光 -+ 对 的 根深 衣 限 ， 多 


了 
lim lim f(x, yy})= 过 


yh wu 
半 样 可 定义 先 对 》、 上 后 对 < 的 的 标 次 极限 
li lim f (x, »), 
x | 
对 于 一 元 狼 数 》= 了 《ww)， 我 们 有 所 资 左 极限 各 极 委 的 概 
念 , 现在 对 于 二 元 函数 ,我 们 也 来 考 上 外 通关 沿 兰 某 个 方向 的 极限 。 
溢 扩 (x， ) 定 义 本 {xos yo0) 光 其 个 者 域 上 ， 假如 


lim fixo + peosa, ye tpeosB)= 7. 


PD0+ 


存在 ， 就 是 当 动 点 (4x ，? 1) 沿 闭 由 《cosw，cosB 》 所 确定 的 半 直 
线 趋 末 (xo，y0 时 了 (< 2) 趋 于 1 ， 则 称 1 为 F(x，》) 请 
普 方 呵 (cosa，cosB ) 的 方 车 极限 ， 
函数 4 = 了 (x ，》》)， 如 给 :以 改变 量 Ax， 于 时 函数 相 
应 地 宽 得 一 改 公 上 其 
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Mot= x+ x, y)— fx, »), 


铬 极限 

im Asl -im 下 YA y) ~ fx ») 

Br0 AX Axzt Yr 
存在 ， 则 此 极限 慎 就 称 为 洱 数 (x ，?) 在 点 (wx%，y) 处 对 x 的 
8 (或 fr。， 絮 ，w。)。 同样 地 了 [就 是 极 眼 全 


如果 三 在 ) 
im FX +A Fx, Y) 
人 Ay 0 Ay 


从 定义 立刻 可 知 ， 闫 Cx，3) 在 点 (，》) 关 于 %* (或 了 ) 
可 导 (有 穷 导数 ) ， 刚 上 {x ，2) 在 点 t**，2) 美 于 x (或 2》) 
连续 ， 不 过 要 注意 ， 吕 时 并 不 能 推出 f(x ，Y) 关 于 两 个 变量 是 
连续 的 。 

与 一 元 通 数 一 样 ,可 类 似 地 定义 高 阶 稍 导数 ,一般 郝 ， 产 of>x， 
39) 及 f(x ，) 仍 旧 是 x，2 的 函数 ， 如 果 它 们 对 %* 或 对 3》 还 
训 以 求 坟 导数， 就 称 为 原来 函数 的 二 院 仿 导数 ， 记 为 


# » Of’'m of On 
fm ax 或 35 及 和 2 


Fy? 一 afy 3 昕 3 Bu, 
> By Ay 


2af'p af .A 
ny 二 一 一 或 一 、 
Oy Bxay Dr 


#0 


- : 般 而 言 ， 对 答 个 不 同 蛮 量 求 站 娃 到 的 次 斤 志 不 可 交 换 
| 后 ， 
设 函 数 六 (wx ，3) 定 义 于 某 区 域内 ， 已 (<* ，? ) 为 这 区 域内 
任 一 点 ， 了 为 过 斑点 的 伍 一 有 向 线 有 了， 玫 设 (x Ax， 十 
Ay)》 汐 这 方 癌 上 另 一 任意 点 ，1 了 号 | 是 站， 两 战 间 线段 的 长 
度 ， 令 已 沿 上 趋向 于 己 ， 此 财 ， 藻 
lim FCPOD 一 FCP) 


pp .HPP| 


存在 ， 此 极限 就 称 为 Cx，》) 在 P 点 沿 1 的 方向 导数 ， 记 
为 5 太 ， 此 时 称 了 (< ，y? ) 在 尸 点 是 弱 可 微 的 。 


车 医 数 = (xy 3) 的 全 改变 量 Au 更 表示 为 


Aus= f(xt+Ax, yt My) -f(tx, v) 


= AMxt BAvE ON Er AV 
式 中 4，B 与 Ax，Ay 无 关 而 仅 依 赖 于 *，y， 则 称 西数 了 《1 
2?) 在 点 (x，2 ) 哥 微 ， 并 称 4Ax+ DA37 为 了 07， 2) 在 后 人， 
?7) 的 全 微分 ， 记 为 du 或 d(x， 人 训 
uy= dix y= ANMY+ AY, 
和 Cx， 在 点 Cx ， 了 ) 可 微 ， 测 


fitzx, y= Jim Lt y)— fx, y) 
J" ， rw 访 芝 

lim AAX+O CY CAx)) 
’ a ~ Ax 一 A 


完全 -+ 样 地 可 以 证 明 ， 此 时 /也 在 在 且 军 子 请 ， 玖 有 


dun= Art fy, 
| 于 上 自 变 时 的 微 : 分 ， 故 上 式 可 写 为 
= f(x Wadxt fy x dv, 
… 对 一 光 丽 数 而 言 ， 可 微 与 可 导 〈 有 有 穷 导 数 ) 是 同一 同事 ， 而 
对 多 元 关 数 来 说 偏 导数 在 在 不 一 定 可 币 ， 


下 而 我 们 再 引入 二 元 函数 的 极 信和 概念， z 
若 蚂 数 了 (xx， bb | 在 虑 i 必 v(xo， 1 的 基 个 侣 域内 成 立 不 


等 式 

fe, I xo, yo 
则 称 了 x， 在 点 计 ， 取得 局 部 极 文 值 f ( x， yn) ， 点 
MoCxo， yo》 称 为 洱 数 半 (X%，》) 的 家 六 点 1 业 似 地 ，. 著 在 点 
NM oxo, yo 的 某 个 邻 域 替 成 立 不 : 等 式 

f(x, Wf x, ya)s 


则 称 Cx，3》) 在 点 骨 , 取 得 局 部 级 小 慎 了 (ro yo ， 成 信 。 欧 
为 1 (x ，3) 的 报 水 点 ， 
启事 极 大 值 与 极 小 值 统称 为 局 部 极 值 极 大 点 与 极 小 虑 久 和 


为 极 和 书记 ， " 
如 果 范 数 # = flix, 3y) 在 【xn oy 点 存在 篇 导数 ， 且 


在 (xo， 20) 处 有 局 部 极 什 ， 则 
falxor Yo) = 0 : 六 (xy No)= 0。 
如 果 * = f(x，》》 的 所 有 二 阶 偏 导数 都 在 《 x。，>o ) 附 
近 连 续 ， 并 有 了 slxo， Vo) = /ytxn, Yo 。 令 


一 Cro Yo), B= "p(s Ys C= fv (Xo Vo), 
Ci》 如果: 一 AC<0， 则 了 (x，》) 在 (xoy yn) 取 局 
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部 极 值 。 当 4<0 (或 C< 0 ) 时 取 局 部 设 大 值 ; 当 才 >0 《或 
C0) 时 歌 局 部 极 小 值 

《Fi) 如 果 喇 2 一 .4C>0， 则 了 (0x，2) 在 (xo yo) 不 取 局 
部 极 值 ， 
《ii) 如 果 呈 ~ L4C=0， 则 六 Cr，7?7) 在 (xo，y0) 可 能 取 
局 部 根 值 ， 也 可 能 不 取 局 部 极 值 . 

本 章 谷 某 些 筒 题 和 反 鲍 还 要 涉 私 菜 性 极 什 写 Lagrange 滋 数 
法 ， 以 太 隐 函数 理论 。 


4， 求 极限 lim 守 by 7 i 


Mm Ho t=1 f=1 


- tr | 
解 Sw = (Dit+/) 


1=] 1=1 


1 学 -i 
J OB Cit dx 


, 1 nH 
， hs So > a 
[| | - 
， 1 ,1X 1 
| > "rx " 1+x “” 
J ' - .， + 
! 1 + 1 n+ 
,I yt (1) NT ~ 1 Lx 
Dm :4 
1 x “1 1 
— - _ ” - E ~- -- -一 一 一 
因 | ra dr) wrax: R+1” 


故 lim [| 2 d= 0 , 


ke 0 1] 证 x2 
从 而 有 


里 1 > 
lim Swn= | ~ dx=ln?— 1 


Hr Rm eo 0 (1+ x 2” 
. . [me Cn Lm | er 
2。 已 知 级 数 全 收 做 ， 其 中 c% 之 0 证明: 级 数 忆 3 
ts R=1 HNH=1 


一 收 敏 。 


R21+ nr 


证 “因为 c*> 0 ， 所 以 只 要 证 明 级 数 法。 大生 ;x 收 售 妈 
n=1 Ral 
可 。 但 


于 是 , 级 数 忆 号 惨 阅 并 以 收 全 级 数 沁 地 为 其 优 级 数 ， 改 
它 收效。 

3。 设 函数 下 在 贺 周 上 有 定义 并 且 连 续 ， 证 明 ， 可 以 找 到 一 
条 直径 的 两 个 端点 与 5， 使 得 f(a)= f (56), 

;还 “ 设 图 周 .的 点 的 位 置 由 角 (一 尼 之 9 之 + co) 给 定 ( 亦 
即 ， 每 个 点 对 应 于 无 穷 多 个 中 佳 ) ， 则 ff 是 中 的 阔 数 ， 并且 连 
续 ， 不 妨 记 作 了 (四)， 并 令 


g (P= f+ 
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我 们 有 9 (六 + Ty)= 于 (十 2 一 了 (人 十 开 ) 
= 了 (站 ) 一 了 (中 +T)- 一 中) 
因此 ，g ( 单 ) 在 CP ，P + 开 ) 中 共 个 点 中 处 的 什 为 0 。 于 是 ， 


7 (p=)， 这 就 是 所 要 证 朋 的 ， 
4。 设 f(x，3》) 满 是 (对 国定 的 天 lim f(x,y) 
| 


= 下 (Cy) Cf ) 看 在 177 半 0,. 和 使 f(x，3) 当 了》 六 5 时 天 于 
x 人 ={4x 在 一 致 极限 中 (*)， 
证 明 ， 


lim im Fr y= lim lim f(x, »), 
Er Yo 


证 由 条 忻 人 ii)。， 对 任意 >0， 存 在 8 0， 当 0 扩 |? 
-51<<8 了 时， 
FOXx，3)》 一 中 (Ye 2 (x €E). 
于 基 ， 当 和 区 一 bb | 之 8 时 ， 
(fx, yf x ye, 
出 (1 )， 令 xX 六 6 得 到 
z [hbCy) -$y ) |e, 
据 Cauehy 准 则 ， 存 在 有 限 数 .4 使 


lim W(t}= A, 
y=. 


帮 存 8100 < 之 8;< 之 5)， 只 要 0 之 1y -上 | 之 851， 则 下 刊 不 等 式 
园 时 成 区: 


Or -<9 < (os 9) + EE), C1) 
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A (A+ (2) 


出 不 竺 式 (1)， (2》 及 茶 从 (i》， 我 们 有 


A~ ey(y) -二 因 (xD lim P(x) 
2 x wo 


SVT At?. 


由 8 六 0 的 任意 性 ， 使 得 


lim Piny = in mrry= Jim P(x})= 4, 


站 和 -= 并 下 

41°" 

有 即 lim lim fix, 3)= lin lim f (x, 》)., 
wo yb -bh 和 人 


5, 设 画 数 ?= 了 (x，9) 在 D={(x，Y): 0 所 x 蕊 1， 
0 坊 y 碟 1} 上 有 定义 ， 且 对 任意 EC0，12,， f(x，Y) 于 
(xo， 人 ) 点 连续 。 证 明 存 在 >>0 ,个 (x,，3》) 于 D™= (x， 
Jy 0 和 YS1，0 近 ?和 和 上 和 站 。 
证 法 1 ( 反 证 法 ) ” 假 苔 不然， 凡 对 任意 3 之 0，f(*， 
2》) 在 DD* 上 无 界 。 于 是 古 
xa Yn) EDa= {Cr, VOELEL 0&ySl/n), 


使 得 [ff Cxn, yn) | (N= 1， 2， 6 
由 于 {xno 2 内 有关 ， 政 必 有 行 子 列 > ni ne )}， 和 局 


(xn,, ym) Cos Vo) (i -人 Do)》。 


显然 ， xoETt0, 1)， 90 和， 从 隔 几 于 (xs 34) 于 (xy 01 
点 的 连续 性 向 
46& 


Fim f (xn,» Vn) = fCXn, 0 
iD 


这 与 | 了 (xn,，yn,) | 之 mi 矛盾， 
证 法 2 英 任 意 x, E50 ,了 17, 由 (3,，》) 在 虞 (x,，0 ) 的 连 
然 性 可 知 存 在 bs,>> 0 ， 使 六 (> ，?) 在 开 邹 城 La。={Cxy2) 
上 人 办。 光 此 可 得 到 一族 开 集 
{U8 } 狂 蓉 了 有 描 闭 集 I'={(*，0):0 世 x 态 1}， 从 而 有 有 
限 个 5 便 可 更 盖 了 上 了， 谈 它 信 的 边 基 中 2 ，…，20o， 取 8 = 


二 mn {8oc}， 则 了 C(x，3》) 丁 D* 上 有 有田. 
2 1 


6, 设 有 界 点 列 zw= (ns Wad ti 一 ] ， 2 ""*) 满 中 


lim | 2n | = /， lim 1 “| 
Fr ac 
lim | 一 之 | = 0 。 
- | -入 后生 
证 朋 对 任意 4，1 妆 上 所 、 国 周 : 富生 =R* 上 至少 有 4zn} 的 
一 个 聚 点 ， 


证 《 反 证 法 ) ”假若 不 然 , 到 存在 kaE(1， 工 ) ， 使 得 
圆 几 Ri ，x +:% =He 上 泡 {24} 的 聚 点 ， 于 晤 ， 对 尾 意 .2 E 


Rs 必 有 5s>.0， .使 以 z 为 心 ， 以 hs 为 半径 的 开 辐 U8, 内 不 仿 
异 于 = 且 属 于 {zn} 的 点 ， 显 然 ，ff. : 二 E pr 覆盖 了 有 径 团 
集 尽 ，， 因 此 ， Ri 可 被 有 限 个 开 固 所 覆盖 ， 于 是 不 准 着 遇 ， 存 
在 3>>09 hs。~8 > 7 ， 使 圆 环 


下 


不 会 {zsn} 中 的 点 ， 而 由 上 、 下 极限 册 人 往 质 可 惹 ， 有 下 整数 ， 
n*， 使 

zw lp — 8 lsnr li, 
令 n = max{ nn nnr， zwl<ite ~ 5}， 便 有 

lz 一 扬 ， liz + 1 站。 


对 点 列 {znj，- 。，, 重复 上 述 证 明 ， 便 有 zs>>m + 1， 合 
本 lizn, 1 <pe 一 人 4 lizn, + ll> kn. 


如 此 下 法 ， 恒 有 
zn lo — b, zn Re R=1, 2, '*), 
共 而 an ny 人 > 
这 与 lim znr1 一 znl| = 0 矛盾 .。 
站 一 


了 误 下 【和 ， 了 2 ) 于 Gg 和 X， 3 zs 上 连续 ， 令 


音 革 入 3 二 max min fix, SY, 2), 
QV GI 


证 朋 匀 《x) 于 [6&6， 上 bj 上 连续 ， 
证 投 中 x， y) = min fix, yy, 2),， 0 


Ts ES 


b。 因 f(x，》， zz) 是 -一致 连续 的 ， 故 对 任意 8 之 0， 丰 在 六 
汪 站 ， 当 | x .一 sol<m， 17 -yl 之 01 时， 


fxoy Yo 4) EI yy SIL No Vor 2) +e, 

碎 而 下 Cx yo) EY R(x y+ 8, 

可 网 中 (x，2》 是 正方 册 2 志 三 45，U 和 0 上 的 达 统合 
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数 ， 外 而 站 也 是 -. 致 连续 的 .于 足 让 在 3-0 , 当 |x' 一 x | 坊 多 ， 
i 一 > | 二 名 时 ， 
[hx’, y ~ tr, yl eps, (11) 


任 取 xeEfta， bl 由 《1) 式 ， 当 | -xz 和 8 时 ， 


中 Co Wb, Vero, + 


于 是 有 
max 下 (xn 4 了 一 二 所 max 下 (<，3) 
BSA 2 CE 
< .mhx 站 fo 人 二。 
TS < 
又 由 〈1 )》 式 ， 


Cxos < 一 二 < max Hixn, YY) 人 (roy Xo 二 二， 
2 XH 2 


信 而 max 下 (xb y=maxi max P(xo, »), 
OY Uy 0 


max (ro YE max (xo y) + 
x0 — bay Ex rh 2 


类 似 地 宙 得 另 一 端 不 等 式 帮 
VP Ko) EPAIEP XI) + 8。 


i :i 
因此 ，P Cx) 是 Ca，6j) 上 的 连续 济 数 ， 

8。 设 通 数 了 (xx ，》) 在 域 f 所 x 所 A, 8 所 ?< 扫 日 上 连续 ， 
摧 蓝 煞 列 {9a(x ) 在 [6，4 上 -… 致 收 就 旦 五 之 oa) 直 旦 《fi 
= ，2，……)、 证 有 明 ， 放 数列 {Fav)} =TFrr，gs(x) 也 
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在 FG， 上 一 至 上 收 鲜 ， 

证 i i na， HH Lont 二 了 ‘Pat x) 有 阁 
党 ， 册 圭 说 于 YY，3) 在 闭 域 和 过、 4，5 袜 ?过 唔 上 连续 ， 
改 在 此 投 上 一 致 连续 ， 即 对 任 洛 胸 50，， 存 在昌 = 人 E 1) 人 > 
0 ， 司 对 于 此 正中 的 任意 两 点 人 30) (Ya yz) 内 要 | 3 一 
xs|< 8， Iyi1— vi|<8， CA! 

| x, Yi) 一 (Ya vip 。 
特别 地 ， 当 |y 1 一 9 | 之 SS， 村 十 一切 的 x* Efa，.AD ， 均 有 
fix, yi —- f(x, ye)|< ee. 

对 于 于 述 的 8 六 9， 因 {px Ta、 4 上 一致 收 俩 、 
故 存 在 让 蓝 数 #80， 梧 当 六 富 no，# 让 0 网， 对 于 一 切 x ELo， 
村 1]， 均 有 用 

mn Cx) mx 
于 是 ， 对 和 任 给 的 z 六 0, 存在 正 整 数 ni, 使 尊王 人 >8e， 之 fo 时 ， 
对 于 一 切 x EL[G，A41， 光 以 : 
[Pix) — Ent | 
因此 ，{n( x 闭 在 Ca ，.A42 直 -至 卡 侣 ， 

9， 设 函数 了 (x ,3 ) 宣 氏 Gtas<4，6 之 3 之 昌 ) 肉 
连续 ， 浅 数 中 1x ) 在 区 闻 (CG， 直 让 连续 且 5< 守 P(X) 之 B。 证 
明 ， 阔 独 F(Cx)= Frx， 中 (xx7 门 在 区 间 (a， 寻 7 内 也 十 猴 。 

证 任 取 (xo，yn) EEG， 由 题 设 ， 国 数 了 (x ， 23) 在 域 G 
内 连 壬 ， 牙 对 和 任 给 舶 2 计 9， 存 在 8S 六 0， 使 当 (x，。，》»)EG 且 
| x ~ ld, yy 就 有 1 

|f (Cx, y)— fxos yo)|<e, 
再 由 (%*) 在 &a ，A) 中 的 连续 性 可 知 ， 对 上 述 的 8 之 0， 
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存在 1 22P0 (可 取 1 迟 $$) ， 使 当 x Ela， A ~ 
了 时 ， 价 有 


| 申 (x) Px) | = | yy bd. 
于 是 Le， pr- fixo, PX | ee, 
即 人 [F(x -= Flxo) < e, 


因此 ， F (xD 在 点 xi 处 连续 ， 由 > "的 任意 住 知 天 (和 *) 在 (4， 
4 ) 内 成 妖 继 航 、 | 
10。 鹤 函数 f(x，2) 在 域 口 内 对 x 是 连续 的 ， 而 关于 x 对 
?> 是 一 致 连续 的 , 证明 (<，》) 在 内 是 连续 的 ， 
证 和 任意 国定 一 后 二 of YE 由 于 f(x*， 了》) 关于 
x 对 3 一致 连 恕 ， 故 尾 给 5 六 0， 行人 本 51=91(E) 之 0， 伍 当 
Cx EG, (CX YESGHI 一 | 有 5 村， 或 有 
[fxs vy — fx, Yo <E72。 
又 因 f {x， yy) 在 点 {Nos Vo) 大 天 是 连续 的 ， 帘 对 上 述 
的 ez， 存在 by >0， 便当 | x -xb 时 ， 号 有 
[fxs yo — Fro Yo <e/2。 
联 和 让 < min{d 1， bs}, 并 刷 扣 ( 0 y9) 的 5 邻 域 包 念 在 
C 内， 则 当 点 (x ， 》) 属于 点 (Xo， y0) 沟 5 分 域 时 ， 就 有 
[x — x0 < 8 RD,, [yo |， 
其 耐 有 . 
[f(x ~ fxs y0) lf ir, yo f(x yo) | 
t fxs Yo fro Yo/2+tef2= 
因此 ， 了 (xx， 3 ) 在 已 连续 。 由 六 ,的 任意 性 知 函 烙 上 (xx ，? ) 
在 他 内 是 连续 的 ， 
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11。 设 让 xx，23) 在 点 (xo，y。) 的 某 邻 域内 有 巡 续 的 仿 导 
数 户 (xu ?0 和 着 且 产 sx，2) 存 在， 证 明了 (XE 
yo 处 可 微 ， 


证 记 Az= f(xotAxy yot. Ny) — fro yo) 
=[f(xot Ax, yot Ayo fx tAx, ye)y 
tix vn) = fx 0), 
并 记 P = [Cax) + (A931 ， 因 f(xo，y0) 存 在 ， 奈 有 ，. 


fixo t Ax, Yo) — fixo, Wo) = 7 ,txXo yo) Axt 0 (Ax) 
= foxo YolAx+ oC(P). 


又 因 六 (xx ，2 ) 在 (xze，yo) 连 续 ，， 故 有 0 之 0 之 1， 使 得 
fxo tAx, 90 十 和 2) 一 Ce MY yo) ， 
= (xotAx, yot+hAw}AY 
= /yx yAyT OCP), 
从 而 得 到 
A2= fy(x0, yo AxFf (ro vAvt opp), 


因此 ，2z = 了 (x，2) 在 点 xo 0) 可 向 。 

12, 设 Cx 3)=|x 一 mr，y)， 具 中 中 (C(x,，》》 
在 点 (0，0) 的 某 个 邻 威 内 连续 ， 冲 :人 中 xy) 在 什么 条 
件 下 ， 偏 导数 产 。(0，0)， 关 00，07 存 在 ? GDPm(x，>》》 
在 什么 和 条件 下 ， 了 (xx，y) 在 (0，07) 处 可 微 ? 


解 CiY lim 


和 = 由 士 


fF(0+tx, 1 -0 0) ovo, 0. 
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Lim 0 - — m0, 0 ), 
光宇 日 一 ~ 
lim C0 Ot3)- ft0, 0 v0, 0). 


六 + ~ 


了 (0，0+Y -7 0， 0) 
0 ”— 2» 


一 单 【 0 ， 0 7), 


车 璇 C0 ，0)= 8,, 风 扁 导数 /站 (0 ， 人 9) 与 Jy (0 0) 寺 看 在 ， 
且 产 。n， 0)=f,(0, 0)= 0. 
GD) Af=f(0 tAx, 0 +AW)-/(0, 0) 
三 [Ax ~ My|m Nr, 入 Vv)， 


[Ax—Ay| oo IAxitl wl 


i + ———- -一 - | 芝 2 | 
VANTF EAD): VY Ny) 


菩 全 (0 ，0)= 0， 则 当 W CA 2+ta =P 六 0 时 ， 有 


A fs, DAxt Pl0, WA 
VITA) 


~ {Ax—AylP (Ax Av) 
VO TA 


故此 时 了 (xx，3) 在 (0，0) 处 可 和 裤 ， 且 QA= 0， 

138。 设 函数 了 (xx ，》) 在 闲 音 位 网 {x ?x 二 vw] 下 
有 连续 的 偏 导数 ， 并 且 了 (1，0)= f (0，1), 证 明 ， 和 外 单位 
加 上 至 少 有 两 点 满足 方程 


-> 局 《站 ) 


yf x; y)= “f(x, yy), 
Hu Oa 


证 令 TCO¥= ft 2 为 周期 的 连续 
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图 狼 ， 且 中 0) = 四 人 TA 2 ， 城 几 上 定理 可 知 让 在 0，0. (0 
<0i< rr2，T 2 一 2T)， 司 得 


站 《9 = p00,) = 0, 


由 四 一 于 车 2 代入 Bi( i= 1，2) 其 得 所 征 ， 
| Ox OY 


11， 设 两 个 正 数 与 之 和 为 定 信 . 求 画 数 (x，y)= 
《x+ ww 2 的 极 慎 ， 并 证 帅 ~ 
| 


(2) 7 为 正 半数 


解 设 x+3=a 700， 为 常数 )。 仿 
Fxy y= {at yt rty 0 
并 解 方程 组 
天 = 00， 
下 2 二 人 
T+ = 80., 


得 办-- 驻 点 81/2,0/2)， 太 起 验 入 (x) = (2 十 wm) 
/2 在 (eae72，ay72) 达 到 最 小 值 ， 从 区 


(3) (2) G wm 区 十 va 
0 
15， 证 明 ， 在 ?个 正 数 的 有 为 定 人 得 的 条 件 
XI 二 立 
下 ， 这 到 个 正 数 的 属 积 x1%o…xn 的 最 大 值 为 a*/13， 并 由 此 绩 雇 


474 


推出 # 个 正 数 的 几何 平均 值 丽 寺 于 年 全 平均 十， 


A NL WaS Xi 十 Ti 十 十 sn 


证 设 荆 二 Cl TT 1 ， 交代 ; | 
对 x1，2x2， wp， 六 求 倘 导 数 且 令 其 为 0 ， 得 加 


区 Ye 和 nm 士 六 二 日 ， (1> 
XiXarmXn 二 如 = 0 ， (2) 
onset ， 

0D， 《1 
Xi x t+ xn— =, Cn+t+1» 


ClyXxXxit (2) XxX xt (Cn) x rn 得 
0 


:EE +xzyee+xn= 如 得 


入 二 一 让 Xe 
将 入 分别 代入 C1y E (2) 下 《内 7 得 
= Ya 二 二 ， 


求 得 唯一 的 驻 成 《c/n，a/n，…，9/n 》。 依 题 意 ， 该 后 即 为 
xuxaeeexn 的 航 大 值 点 ， 且 就 是 景 大 值 点， 因此 ， 最 大 值 为 


gi “m= an fm, 


从 而 2 的 最 大 秆 为 cn ， 又 ， 算 术 平 均值 为 (xi 直 必 4 
tn/n=a/n, 故 2 ‘1 ” fi 


MX NI Xa NT Xa tt Xp) AT 
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16, 求 评 数 了 (xx， y, 2)=inxtlny+3 lz 40, 
>0，z>0) 在 球面 


人 二 
上 的 最 大 值 ， 并 证 明 对 任何 正 匆 a，4b，c， 有 


abcn<27( St +) , 


解 设 F(x，y, 2)=Invtiln+ dng 
+A(x?r y+ 7), 
求 得 Fw=1/x+2Nx, 
Piy=1/y+ oy, 
FPF’,= 3/2+2\2, 
令 F' -FF -Frz=0， 得 


2A%2+1= 站， 
2A%2 二 | = 站 ， 
D22 十 = 0 


相 骨 得 2AfX2 二 yd+s2)+5= 疙 ， 
放 入 = -172rz。 乎 是 ， 函 数 F (xz ，y，z)》 在 条 伞 x2 二 ys+ 
人 ， ' 


z? = 5r? 下 可 能 极 什 点 是 (+ ，+ ，y 3 + )， 因 为 在 第 -一 卦 限 内 球 
面 的 三 条 边界 线 上 函数 1 (x，》，> ) 均 趋 于 -oo0， 故 最 大 值 必 


《Cr ，r ，% 3 + ) 灶 取得 最 大 值 为 
flr, rs VS3ry=ln(3vY3rs》 
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由 此 可 知 ， 对 任 仍 正 数 4 ，52，2， 有 
国 | Wa, yb, Ye)=inyat lIny b +3loe 
ln(3Yy 3r5)， 
其 中 -让 4， 从 而 有 


5 


“1 abcs<e ul. Insy 3 +5): = Lln27r!, 
2 . . 2 “ 


妓 abose27 ("1 +). 


已 知 x，y， 2 为 实 狐 ， 且 e*+y*+|z1=3。 证 


明 
证 设 Fx，y)=resvxt3 -一 y*)， 出 题 设 e 人 +v 十 
1z|= 3， 而 |2 | 写 0， 放 ， 序 消 足 后 + y ?人 3。 叉 ， 
Folxy Y=eryt3 -2 wv°), 
f(x VY) =20rytd -0 2 ). 
仿 f= 0, fy=0,， 得 驻 必 (9，1) 及 t0， 一 1), 当 》= 省 
时 也 有 1s= 0， 产 ,= 0. 下 7 = 0 时 所 证 不 等 式 显然 咸 立 ， 多 
只 对 斑点 (0 ，1) 及 (0，- 1) 进 行 判 定 。 
,fro=ery:(3 一 4e 一 人 
eay(8 一 267 一 2 
je 一 人 67 ), 
贫 foaltO0s 1)=1"s50, ~ 1 一 2， 
PC0，1)= 一 2 六 0 一 1)=2， 
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Hw sfiw(0, -Ism8, 


艾 BiACC0， 及 及 过 0， 大 (0 ，1) 及 (0 ，“ 1) 均 为 极 大 
点 ， 且 了 (0 出 Ta 1 。 凡 因为 在 边界 e”+ y= 3 上 有 fx 
Jy)= 人 9， 顽 了 (0， 土 1)= 1 为 最 大 值 ， 由 此 可 得 


f(x, y)&1, 
时 e"3]z[ 之 1。 
18， 求 原点 到 晓 杖 (x ~ 7》) ?2*= 工 上 的 点 的 量 得 距离 
解 设 PUx，23，>:) 为 曲面 二 仁 意 -点 ， 它 到 原 战 的 距离 
是 了 = VN, 
由 于 a 与 性 同 时 取得 景 人 小 但， 因而 可 了 最 
fxs YY 2)=d*=% + y+ 
因 动 点 PCx，y，z=) 在 外 而 上 上 ， 改 和 有 和 荣 忻 
(XY)*—2:—1=0, 


于 是 化 为 求 f(x，w，2)=x?+y*+2 :在 条 任 (x 一 y) ”一 2*= 1 
下 的 量 小 值 ， 设 


FPF{x, VY 2Z, A = xz2 yeh y) ~ 2-1, 


解 廊 程 费 ".: … 
Fo=2x+2htx— vy)= 0, C1) 
Fy=2y— 2h(x- y= 0， (C2) 
PF!,=23—2h7= 0， .| 
(x—y)*—2*-1=0, Cd 


由 C3) 式 ， z(A—- 1)=0,， 可 得 和 = 1 或 2= 0，。 和 烷 六 = 1] 人民 
dra 


Ali)，(2) 得 
2 yi 30。 


解构 xysn0。 代入 C4) ， 查 后 = 1 ， 洲 质 ， 因 此 ，》 


1 不 合理 。 将 : = 0 代入 上 述 方 程 组 ， 解 得 
x = 1/2, 1 -1j/2，2z,= 0 或 x = 一 172 y= 1/92, 字 % 袍 


0 。 这 两 点 到 原点 的 距离 都 是 /2 / 2 ， 由 古音 ， 最 短 距 离 是 存在 
的 ， 因 此 ， 原点 到 曲面 (x ~) 一 22= 工 的 最 短 距 离 是 2 73。 


及 例 


1。 两 个 累 次 极限 存在 而 不 相等 的 测 数 。 


和 2 
0 人 x+ 区， 
二 


0 ， 其 它 ， 


、 设 ix, VY)= 


关 3 革 9 时 恒 有 
lim f(x, yy 光一 
于 = 人 0 rt- | a 


故 lim [im 了 [YY 一 1, 


0 


岂 理 lim hm rr，y)= 1。 


WD Yo 
2。 珊 个 果 次 极 滤 存在 旦 相等 与 一 重 设 限 并 在 互 不 蕴 通 ， 
第 -一例 “” 酚 个 累 次 极限 存在 且 烛 等， 但 二 重 级 限 不 弃 在 的 郊 


数 ， 
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忆 山 ， lim [im flx, Y= 0, 


Hm 
,om 1 


lim lim fix, yy)= 人 0, 


Ee 


因此 ，f(x，》) 在 点 (0 ，0 ) 的 两 个 累 次 极限 都 存在 则 相等 。 
然而 ，F (xz ，y) 在 点 【0 ，0) 的 二 重 极限 并 不 存在 ， 固 为 当 
C(x， 洛 着 直线 ?了 =7x(m 庆 0) 趋 于 (0，0) 时 ， 


Hin fxs y= him flx, mx) 
CX 0, -由 


= jim mx/ (x tnx i) = m+m A0, 
关 下 


注 “我们 还 可 进一步 作出 这 样 的 所 数 ， (xy， 使 得 lim 


了 了 


fx，3?)=9(x) 存 在 且 关 于 > 一致， jin 了 (2 2 二 站 (3 
- 区 


看 在 且 关 于 了 一 性， 又 有 
lim gtx}= lim A(CY), 


如 -和 站 | 


但 是 lim f(x, >》) 仍 不 存在 。 例 如 ， 设 


Cx V0 OY 


1 a 人 
f(x, 二 
0 xv= 人 0, 
于 是 ， 
1 ， 人 
ox) = lim f(x, »)= 
| 站 yy 0 , 
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{于 
下 = lim f tx, 2 

< 一 0, y=0, 
这 两 个 极限 在 整个 实 狼 轴 上 都 是 一 致 收敛 的 ， 且 有 


lim g(x)}= lm ht), 
wi 入 下 


然而 ， 租 于 那些 任意 接近 (0，0) 的 点 当中 ， 既 有 了 等 于 6 的 
三 ， 也 有 了 等 于 1 的 点 ， 所 以 当 (x，2)->(0, 0) 对 ， fix, 


》) 的 极限 不 能 大 在 ， 
第 二 二 ”二 重 极限 存在 而 两 个 累 次 航 限 都 不 存在 的 滞 数 ， 


设 fx， y= i+ ysSin(l/ win(tl ys 


nul lim ysistl/y)= 0， 
be 
lim sinCl/w) ysint1/ vy) = 6, 
yy 


因为 涩 %* 才 0 及 % 尖 二 17n7 时 ， lim xsinfl1/xysiagI yy 不 
J 
窒 在 ， 所 以 fim (xx，y3) 不 存在 ， 从 而 im lim 了 {x, 儿 ) 不 
Yu 和 
存在 。 由 对 称 性 可 知 ， lim lim 《x， 少 ) 也 不 不 在 > 
CE 页 -六 


y 
. 另 一 方面 ， 由 不 等 式 
if xs y)|= x+v|: lsinti/2a)| » [sintlf y) 1 
|xi+|y| 


可 扼 ， 1im f(x, »)= 0., 
n (x, ym C0, 0) 
注 “ 上 述 反 例 说 明了 时 次 极限 让 在 与 否 和 二 重 极限 存在 与 
耕 。 二 者 之 韶 没 有 什么 其 系 ， 但 可 证 明 ， 若 某 个 累 次 极限 和 二 重 
如 1 


极限 刊 存 在 ， 刚 二 者 一 - 定 相 等 。 因 之 . 只 夯 个 累 次 极限 存在 而 不 
相等 ， 则 二 重 极限 一 定 木 存在， 

3， 二 重 极 限 和 一 个 累 次 极限 存在， 向 另 一 个 累 次 极限 不 存 
在 的 函数 。 


ysintl/rv)， >x 关 0 
设 flx, 》)= 
， 0 ， x 二 0， 
测 | 全 fx，23) 和 [x+ 3 
俩 而 lim f(x, Y)= 0, 
wD 0) 
及 易 见 lim lim f(x, »)= 0., 
0 V0 
但 是 ，lim lim f(x，3) 并 水 存在 。 | , 
i 


注 “ 可 以 证 明 ， 如 果 极 限 J ftx, yy) 与 im 
fs i Rn Yi} Le 

lim f(x，Y) 都 存在 ， 那 么 它们 必定 相等 ， 同 理 ， 恕 困 极 腿 
-ys 

lI:m ff (x, 3 与 1 lim fx，y) 都 址 在 ， 那 么 
人 区) 《0 用 YY XX “ 
它们 也 必定 相等 。. 

4。 权 有 一 个 黑光 极限 存在 的 活 数 ， 


wn(l/x)， XY 直人 ， 
这 f C(x, 让 三、 
本 六 下 
出 lim lim pz，?>)=0。 


于 


但 是 ，JHim， lim Cx， 3) 租 lim f(x，3) 均 不 在 


0 (x, YI 0 0 


5. 各 方向 圾 内 存 在 上 且 相 等 而 二 下 语 限 不 存 存 的话 表 。 


人 SA 
设 Cx »}= 
0 ， 二 了 二 


对 任 盖 吕 ， 开 Cx， 少 ) 沿 着 方向 (cn a，…ua) 的 极限 


lim f (peosa, psing) 
p+ ， 


oO" An 总 
= lim POG no = 站 


p- 间 十 prcossa+ ps° sine ce 
但 是 ， 二 重 极 恨 “lim f(x，》) 并 不 存在 。 事 实 上 ， 如 
(CY 
Nm fix, 3) 存在， 那么 必 有 


(WY) D0 0) 


lim f 《和 47= 0 站 
Cx HO 0) 


[3 
ni 


因此 ， 对 于 过 (0 ，0 ) 的 曲线 2 = </ x， 应 访 有 


im exey x)= 0。 


站 -用 


+ Se ee ， 
热 而 ， lim I 《 %! 和》 = Jim xe’ 十 %?) 一 1/2, 
下 


上 0 


此 为 万 慎 。 昨 昂 lim f(x，》) 关 不 存在 。 


0 
六 对 于 一 元 函数 》= f(x)， 圾 限 lim (x) 存在 的 
Xr 


让 要 条 件 是 当 x > 和 6 时，f (x) 的 左右 极限 细 存 在 且 相 等 。 对 于 
二 元 丽 数 4= f(x，》), 天棚 隐 。 lim ,f(xr 2) =4 


XY 
存在 ， 则 了 Cx， ) 洪 着 任 苛 方 向 (cosa，sina) 的 极限 项 存在 且 
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等 于 4。 上 述 反例 说 明和 一 下 函 攻 不 从 ， 这 个 陈述 之 道 是 不 成 
立 的 ， 
其 实 ， 我 们 还 可 进一步 构造 -个 在 原点 没有 二 重 极限 ， 但 治 
人 知人 尾 一 形 如 3? = cx 的 曲线 况 近 原点 时 极限 值 都 为 零 的 汗 数 ， 
其 中 < 是 非 徊 常数 ，# 和 mm 是 互 质 的 正 整数 ， 当 #4 为 偶数 时 x 之 
0 。 例 如 ， 在 R!1 x RR! 此 定义 泡 数 斌 (x ， 了) 为; 
他 一 1 了 


四 


f(x, 2 ) = 
0 ， 人 
风 当 (xw，3》) 党 症 任 半 曲 线 》=cx™* 表 这 (9 ， 人 0) 果 ， 就 有 
Ue -lx x- 1Hin 加 


lim flix, ex lim 一 一 一 一 一 一 .= 
x XO OT x- mn 


也 就 是 说 ，( x ，3) 沿 着 任 一 形 邵 y :人 的 由 线 逼 近 原点 
时 ，f <，23) 的 极限 值 前 为 零 。 然 面 ， 当 (x，》)》 兴 着》 
= e-1.x? 的 曲 角 通 近 原点 时 ， 了 (xz，3) 的 极限 为 1/2。 出 此 可 
如， lim 下 EX， 3) 并 不 存在 。 


(Cx, iO, 0) 

6。 各 方向 极限 存在 旦 相等 与 西 个 黑 次 极限 征 在 且 相 等 ， 二 
者 互 不 纵 洱 ， 

第 一 倒 各 方向 投 限 存在 且 相 等 而 两 个 累 次 极限 都 不 存在 的 
困 数 。 

本 章 反 例 2 (第 二 例 ) 中 的 函数 具有 所 需 的 性 质 。 

第 二 例 ”两 个 黑 次 极限 都 存在 且 相 等 而 各 廊 向 极限 并 不 都 站 


在 的 隙 数 ， 
考虑 歼 数 
ln(t+ xy) x ty 
本 


0 ， X= YH=0， 
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显 热 ， lm lim Fx = tm li fx yy) 二， 
Hr ， "ir 芷 -人 


:人 , Yo 
tr 一 x . 
tgx = x%+ = x + 0 Cx*), | 了 {X00), 


所 以 了 Cx，23 灌 Y= 一 区 的 方向 极 腿 是 无 穷 火 。 
7。 存 在 函数 (x，3》)， 它 在 (xo，*o) 附 近 有 定义 ， 且 对 
任何 满足 lim PCy = yo 的 形 婚 > : 入 (x) 的 连续 曲线 ， 鸭 
] 四 


一 


有 lim ff Cx 中 (%*)l=A， 但 lim (x， 少 ) 不 在 


% 证 
在 ， 
考察 了 沙 数 
加 
1 9 一 0 3 
f{x, »)- 
0， 区 0, 


则 对 从 何 连 续 局 数 = 中 (2 有 Ts 0， 则 有 


im f Ex, PL)I= O00, 


各 "站 


然 面 lim (zx，23) 并 不 存在 ， 


CR Pi, 
8。 分 别 对 各 个 变量 连续 的 间断 国 数 。 
x Atv) x +y 0, 


设 fx, 六 -1 
0 ， x y= 0. 


出 对 任意 国定 的 了， Cx， ) 臣 的 连续 函数 ， 而 对 任 沪 出 定 

的 x， 了 (x，2) 是 》 的 连续 函数 ， 但 有 是， 了 (x,，》) 在 后 (0， 

0 ) 处 并 不 连续 ， 因 为 当 (Y， 3 一 (0,0) 且 %* = 了 了 肝 了 (sx， 
435 


少 ) 并 不 趟 于 100，0yep， 

3。 话 在 函数 (xz，23)， 它 灌 荐 从 点 1xo 30 下 出 的 任何 
家 线 在 (so，2yo) 都 是 连续 的 ， 但 六 5x， 2 ) 在 《xu， Yo) 并 不 过 
[1 


xy y>0Hx'/y®m 1, 
设 fix, Pyar, yO0Rx /yl1, 
0 ， y= 人 0， 


及 设 f{tx， 一 了》 )= 了 (ww，》)。 因 为 任意 接近 (0，0 ) 的 地 方 
总 会 有 形 如 (& ，a*) 的 点 ， 相 应 的 六 Cs，3) 的 值 为 1， 所 以 
了 《>*，?3)》 在 原点 问 断 。 

现在 证 明 ， 了 (xz ，2) 沿 着 任 一 通过 原点 的 直线 在 原点 者 号 
连续 的 ， 

事 导 上 ， 在 > 轴 下 (xx，y)s0， 记 以 它 沿 x 轴 在 原点 是 
连续 的 。 现 在 考虑 过 原点 的 直 钱 y = ma3 (ia 关 0)， 当 | 充分 
小 时 ，x#273 近 11， 着 以 


[xy =1x2771= | xinl, 


出 此 可 见 ，F(x，3) 沼 善 直 线 3 = 1 站 证 点 是 连续 的 。 

10。 任 给 平面 可 数 点 集 {Caw，b,)} ， 可 以 构造 函数 9 (x， 
7y)， 便 gx，3) 在 (an puta= 1，2，…) 间断 ， 面 在 走 
它 的 点 上 者 连续。 多，9 (xzx，7) 沿 任 -过 《ww Pa) 的 直线 在 
Con， ba) 也 是 连续 的 。 

设 f(0w，B6w)} 是 平 而 上 级 任 意 可 阁 供 ， 令 


g(x y) = fia A -7 一 Da) 
二 多 二 


4 和 


其 中 {x ，4) 是 本 意 反 例 9 中 的 国 数 。 于 是 ，9xr，37 除 了 
四 (om Dr= 1，2，) 而 外 ， 它 在 其 余 的 点 了 上 都 中 连续 
的 。 又 ，9(x，231) 沿 性 一 过 kan，Do) 的 直线 在 (an， bo 也 基 爱 
续 的 . 

本 章 反 例 9 和 反例 10 是 由 而 .1 Yonng 和 G.C.Yoprecsi 作 
出 的 。 

11。[0, 13xf0，12 上 的 -- 个 光 处 连续 丽 数 赤 (x，>) ， 
使 对 未 一 了 Er0，13， (xx，21) 是 :的 连续 困 数 。 


0， 3 是 有 理 数 ， x 任意， 


证 f lx, -1 
1， 少 是 有 韦 数 ，x* 任意 ， 


由 Fox ，2%) 在 Fo，1Jxr0。13 光 处 连续 ， 因 对 任 窟 固定 
的 和 ，7 了 (xy 3) 作 为 二 的 博 数 为 “ 消 值 因数 ， 疏 记 是 x* 的 连续 
ee 
、 函 数 的 连 疙 性 与 储 辟 煞 存 在 内 二 者 之 间 互 不 草 靖 。 
例 ”具有 各 阶 偏 导数 的 不 进 续 函数 


2 3 a - 
eX YD， 


设 f(x， -| 
， 0 ， XYy= 人 0, 


容易 证 明 ，f 具有 各 阶 偏 导 数 8%/ (x， /arman, 因为 当 上 
去 从 这 、 f(tf,， +)=e ?, 而 1 (0,， 0)= 98， 所 人 局 (x， 
7y) 在 (0，0 ) 处 不 连续 ， 
这 个 笛子 是 由 Burrc31] 作 出 的 . 
Ox ye 二 22 *) ry 0, 
设 f(x, 2 
“YY 二 0 , 
型 了 只 有 各 阶 偏 导 数 。 因 为 
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iim f(x, VY}=1/2, 
-3 


下 "= 业 
所 以 了 在 《0，0)》 外 间断。 
这 个 例子 是 由 ?now5 六 作出 的 。 
第 二 例 不 存在 企 导 数 的 连续 示 数 。 
考 攻 项 数 
flix, YF)=Y x+ y, 
这 个 遂 数 在 全 平面 上 好处 连 煞 ， 但 它 下 原点 的 两 个 偏 导 数 者 不 存 
在 。 
13。 沽 数 的 连 棕 性 与 弱 可 微 性 ，- 者 邢 不 歼 通 。 
第 -~ 例 在 某 点 霸 可 微 ， 而 在 该 点 并 不 连续 的 了 数 。 
yy A (x 天 (5000)， 


设 flix, 2» 
0， (x, VY} = (0, 0), 


兹 证 溺 数 在 (0 ，0) 处 沿 任何 方向 都 是 可 微 的 。 
事实 上 ， 令 p = 〈cosl，sing) ， 因 为 
Ft}y= fifecosd, tsing) 


= 
re 


scossd/ Ct sind — t2cos?0)2 + 1c0 1 +, 
it ， + = 10， 
tscostQ /Lesind ~ tcos*0) 2 +1Htcosry I, +t 0D, 
所 以 当 sinb: 0 时 ， 
下 = lim 了 《一 0 


1 -~ 0 i 
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ee ol 


m . - --— ,= 
1 -0 CSInD yec SH) + ttcoseg 


一 一 
“一 


0 3 


而 当 sinl = 0 时 ， 


Fe0y= lim C07 (0) 
tO 1 


lim ee 


-cos 
t=0 cod riened 


玉 此 ， 画 数 了 在 《0，D0) 相沿 任何 方 同 都 是 可 微 的 ， 即 站 在 
(0，0)》 处 是 绊 可 微 的 。 

另 一 方面 ， 当 点 《xy，J) 褒 闫 曙 线 了 = 和 王 赵 近 于 〈0， 
01》 时， 极限 


所 


dm 一 -二 
《0 
Y= x2 


不 存在 ， 从 而 im 了 Cx， ) 小 存在 ， 因此 ， /在 (0， 


Cx YY 0 0) 
0 》 好不 连结。 
第 二 例 ”连续 而 不 弱 可 微 的 函数 。 
考 狂 函数 
一 -一 1 
1 2 2 一- 一 3 2 ../， 
fw, ye Vt vs Ei x 二 yy? ， 


0 ， ， 二 vy ?二 们 、， 
显然 ， 函 数 了 在 全 平面 上 处 处 连续 。 但 是 ， 它 在 点 (0，0) 希 
并 不 弱 可 微 。 
14。 闻 数 的 粥 可 微 与 偏 导 数 存在 ， 一 者 互 不 蔓 涵 。 
第 一 合 “ 在 某 点 仿 导 数 存 在 ， 但 在 该 点 并 不 弱 可 微 的 函数 。 


4§9 


考 钳 函数 


了 

flix, »)= 四 
ly Vota = 0 yO f= 1,2,+， 
0 ， 其 它 。 


由 于 了 fx， 0)= x, 因而 /00， 0 )= 1， 同 祥 ， fv(0, 
0 )= 3。 但 是 ， 对 于 任 衙 & 址 0， 在 丘 红 y=ax 上 ， 


1 Vrorx: es1/n, Irl=1/n 1 +a’, 
f (xy LX) = R= 1 2 
0 ， 其 它 ， 


这 个 函数 在 x = 0 处 是 不 连续 的 ， 当 然 不 可 能 有 有 穷 的 导数 。 这 
说 明了 虽然 1 (0，0 ) 与 Fu(0 ，0 ) 都 存在 ， 但 了 在 原点 处 并 
不 弱 可 广 ， 

第 二 讽 在 某 点 弱 可 微 而 们 导数 不 存 企 的 函数 ， 

考察 函数 

站 ye VR 

昌 然 ， 了 在 《〈0 ，0 ) 处 是 弱 可 微 的 ， 伺 它 在 该 点 的 偏 导数 并 不 
存在 。 

15。 偏 导数 均 不 连续 的 可 微 画 数 . 


yan/ yD), Xt yt 0 
设 f(x, y)=、 ; 
_ 0 ， ~ 一 J 一 4 ， 


它 的 偏 导 数 最 


‘Ad 


了 wz, 0 — NCOS OV tI 
gasin C/E 45)， ?十 2 
fv, y) = — ycos (I/V 2 4 vi wt ys 
2y510 C1/ A 二 4)， XX 十 V2 到 洋 ， 
.Fad, Osfy0, 0)=0, 
易 见 ， (x) 和 fCx， 2 ) 在 点 《0，9》 处 虱 是 不 连续 
fy, 男 -- 方 面 ， 因 沪 
Fo- HO ODF tN sin + 7), 
所 以 了 在 (0，0) 处 是 可 微 的 。 
注 可 以 证 明 ， 荐 fo(*，》) 及 f*v(%*， 儿 ) 在 点 (Xo，y0)， 
受 其 某 -一 铅 域 内 存在 ， 和 且 在 这 一 点 它们 者 连续 ， 则 f(x，2) 在 
《xo4 Yo) 处 必 可 微 ;, 营 f(x，3) 在 点 x。，wo) 处 可 微 ， 则 
f (x, 2) 在 (x0, yo) 处 必定 连续 、 弱 可 微 旦 偏 导数 存在 。 因 
此 ， 可 得 蕴涵 关系 如 下 ，; 
连续 " 
请 导数 因 纺 二 订 竹 二 偏 导数 在 在 
弱 可 微 ， 四 
本 豪 反 例 1? 至 反例 15 说 明了 反方 向 的 结论 均 不 成 立 ， 而 平行 
的 三 者 页 两 扎 不 昔 洱 。 
16。 存 在 函数 ， 它 的 偏 导数 在 茶点 不 连续 且 在 该 点 的 任何 令 
域内 都 无 界 ， 但 此 示 数 在 沪 点 仍然 可 徽 。 : 
1 我 村 婚 进 ， 搞 导数 三。 与 7 连续 昔 洱 吨 数 了 可 往 ， 本 章 反 
例 15 才 明 ，/ 5 与 1 y 钙 连续 性 只 契 了 可 微 的 充分 条 人 忻 ， 而 不 是 尾 
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要 和 条件。 其 实 ， 我 们 还 可 作出 一 个 苞 数 ， 它 的 偏 导 数 在 某 点 不 连 
续 旦 在 该 点 的 任何 邻 域内 都 无 界 ， 但 此 函数 在 该 点 仍 热 可 微 ， 例 
如 ， 设 


{x sin C(tr Fy) 2 十 0 
flx, y}= 


0 ， XYy?= 
则 了 的 偏 导数 是 
2xsintd/ Cx Ft yi — xcostl/ (x + vi) Cx? 
fr oxy Y) = + 32 ， Xi+ vi 0, 
0 x*+y*= 0,， 
vsint]/ (x: Fy — Brc0s(l/ (xr t+ yA 
fy x, +t), xz 十 ya 0， 
0, x 二 y= 人， 
易 见 ，f7。 和 f's 在 《0，0》 处 都 是 间断 的 。 又 ， 对 于 任 给 
的 正 数 MM， 看 在 正 整 数 n6。， 当 # 半 ", 册 ， 
froll/V 2nn 0)= -2Y 20 民权 
因此 ， 产 。 在 《0，0) 的 任何 邻 域 内 都 是 无 界 的 。 


同 理 可 证 ，f'y 在 《0，0》 的 任何 邻 域内 也 是 无 界 的 。 
下 面 再 讨论 了 于 点 《0，0) 的 可 微 性 。 因 为 


(feix, 区 一 天。(0，0)x 一 关 (00)y|= 上 为 芒 | 
= ( 短 二 2)|Sip(EACz2 + wD E+ y= 0 (VR), 


所 以 于 点 《0，0》 是 可 微 的 。 
17。 活 对 ， 寥 在 基点 的 邻 域内 连续 且 有 有 界 的 篇 导数， 但 
f 在 该 点 仍 不 能 笨 准 ， 
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、 x to x tv 0 
设 于 《区 1) = 
0 ， ww 0， 


则 了 在 心 +y? 六 日 的 点 (x，) 蝇 然 是 笑 续 的 。 因 为 


Ifx, 了 ) [|| xy ly 2| x | =v |xyl/ 2, 


所 以 了 在 点 《0，0) 也 是 连续 的 。 

叉 当 Xx 十》 之 0 时 ， 

Falxy I Ty/ RI fylry yO nt 
yy) 而 在 点 《0，0) 寻 ， fst0，0)=0, Fo0 0) 
=0， 所 以 

[Folx, WEIys /y= 1, If’vCx, wv) lSE1, 


则 了 的 两 个 储 导 数 都 是 有 界 的 。 
现 证 了 在 点 《0，0) 处 不 可 微 ， 事 实 上 ， 候 若 不 然 ， 那 么 

就 应 该 有 

fx WFO Oav/ rt = ey Rt 
xy)>《0，0) 时 ， 式 中 的 e 应 趋 于 0 ， 今 特别 于 上 式 
HT 仿 Y 六 人 ， 刚 得 

x /dy2 =Yy2ex, 
由 此 有 =1/2， 而 当 x 一 0 时 8 却 并 不 霖 加 于 0 ， 这 就 违反 了 


函数 /在 (0，0) 椒 可 微 性 的 假设 ， 
18。 存 在 滴 数 ， 其 二 阶 混合 仿 全 数 相等 而 不 连续 ， 


. Cx yn ty + yO, 
设 f(x，»)= 
0， x 二 =O, 
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则 当 x?+ vw 渗 0 时 ， 


fw y= drtxT EF pS C/N 4 7) 


一 一 一 一 - -一 -一 


六 ay) St (1 x +t yay) 
VV Tem +), 
fms 全 二 BY nt 十 2) 


十 8xy COs +) + 


+ 


eo (UE VV LT 


~ xysin(d/V Xt yf x+ ye 


上 


又 按 偏 圣 数 的 定义 ， 可 得 
f'a(0, 0)= fy(0, 站 = 用 
fr Cd, 0)=fy(0, 0)=0, 


曙 一 方面 ， 因 为 当 坟 之 0 村 ， ， 


2 和， 2 ， ” 
于 :一 一 “ 7 . : 一 
lim f "wy Cs 4 二 一 一 了 lim fy Xs Y) = 
图 二 了 十 拓 - 二 i 二 
Ym Y= 


所 及 产 在 点 《0，0) 不 连续 。 
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同 理 可 证 ，f 和 yy 在 点 CM， 55) 也 不 连续 。 
注 ”可 这 证 明 ， 如 果 广 ， 必 0 城 上 都 在 在 ， 
且 7* ww 连续 ， 那么 fv 杞 存在 ， 而 生产 yyw， 上述 及 例 培 明 
了 当 这 个 命题 的 条 和 尾 不 成 立时 ， 一 阶 混合 疏导 数 仍 有 相等 的 可 能 
性 。 
19。 黄 个 偏 导数 在 基点 连续 ， 而 不 于 在 该 点 的 任何 邻 域内 不 
连续 的 函数 。 
在 [0，1]Ixfr0，1t123 上 定 尽 画 数 了 上 如下: 
SC 
之 on Cx 1 


rp 


» (x VI FL m, 


1/m), m= 1, 2 


J Cx -lnty -1/n) | 
flxs ) = 他， Cx m+ ty 1 (Cx, 3) 《IT7 5， 


Li mm), 


本 ， | (x,y)=(0,0), 


2 时， 按照 轴 数 珊 
级 数 逐 项 求 导数 的 法 则 ， 得 到 


1 FDLY-D (x 1D (1) 


2n Cx — 1/ ty 1/n) 2 


f'ntx, 7 - 马 


#1] 
— 一 一 ” PP <2) 
2n 人 


fvlxs yy) = 3 
甘 三 1 


沼 Cx y= CT/m 1 分 
别针 于 《1》 与 (2) 中 页 #= 玉 项 的 级 数 。 
在 原点 ， 按 依 导 数 的 定义 ， 有 有 
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fa(0, 0) = lin 4x, 0)- 1 0， 0) 


区 


3 1 txt 1 
i! 2 (x ~ /nm)? I 2 


中 娃 
lL 
-了 
lim 总 去 | 一 ;| = 0 
0 2 /n+1/n * 


同 理 ，f'v(0， 0)= 0,， 

雇 上 结果 说 明 函 数 广 在 原点 是 太 续 和 的， 在 [0, 17x[0， 
1 上 有 泡 穷 多 个 不 连 钱 点 (1/1im， /Mm)， m= 1 2 3 
测 1 和 /sg 在 原 成 都 是 连续 的 ， 

注 ”容易 证 有 明 ， 吉 果 一 元 函 数 全 Cx) 的 导数 (x) 在 祥 
= xo 处 连续 ， 那 各 中 4x%) 在 X= x， 的 革 个 名 域内 必定 连续 。. 上 


述 例 子 说 明了 对 于 雾 元 函数 而 言 ， 则 不 尽 相 问 。 
30， 二 陈 吝 合 偏 导 数 不 相 等 的 再 短 函数 。 
FV I (N+ Xt yO, 


设 f(x, -| 
9 x=y=0, 


， 

刚 

fr x, 5 tA yi 全 十 3272 2 二 92 天 人 
0 ， | 

fr u(%, 2 0 

x=y=0, 


机 -站 ，yY 尖 0 
3 

f'nu(d, -| 

台 了 一 全， 
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YY， 人 了 0， 
fy(x, 人 0)= 


0， =, 
因此 ， 
. OV) 0 0 1 - 
= jinm f 器 nm 一 -= 一 1， 
六 0 0) J y J 
Pa 4 i fy Od, OD im Y= 1, 
fvat0, 0 im 0 


所 以 J7 (0，0) 关 /vas(0，0)。 然 而 隙 数 / 是 连续 而 且 可 
微 的 ， 凡 为 产 。 和 广 , 都 是 连续 的 ， 

+1, 存在 咬 数 卫 ， 伍 广 = 人， 12 是 3 的 连续 图 数 ， 而 fy (x 
0 ) 不 是 x 的 连续 消 数 ， 


xaintdarec tr(y/x)), 0 
妨 (Xs -1 0 
则 
- Ll fx 0) 0) 一 fi, 7 一 linl 和 
- fa C0, 0D lim 和 ee x 
= lim 0_0 : 
区 


一 3 
FeO ye im ftx, MV) fi0, yy} im EA 


和 Ee | 


= lim sintAare tgtyix}) = 0， 


i 


所 以 ft0， 》) 是 3》 的 连续 国 数 ， 然而 ， 


fF ， _ 
六 yi 出 p> 时 
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fx 0 lm FT RD jm fy) 
yn 于 Yo J 


~ Jim xsin Cdarc tg C3 xX) 4 
4 一 0 了 
因此 ， fvixs 0) 在 x 一 0 椒 不 连结， 
22。 遂 数 了 ， 使 /ysCx， 六) 存在 而 让。ot x，》) 不 存在 。 
设 9 (x ) 是 无 处 可 微 的 连续 通 数 (参看 第 三 章 反 例 239)， 令 
站 【7 »)= 9(x), 
则 ?ys ) = 0 而 fo x， ) 不 存在 。 
23。 仅 在 一 点 连续 并 可 微 的 函数 。 
没 0 记 0， 令 
了 + 位 
《xy ”xx 34 均 为 有 理 数 ， 


心 ， 其 它 。 


了 (xs 了 二 


有 显然， 了 在 《0，07)7 处 连续 ， 而 在 其 它 点 处 均 间 晰 。 又 ， 它 在 
(0，0) 处 还 可 微 ; 


flxs 四 一 下 [007 = Fx, y= < 十 0 十 PIC 


这 里 P =V 直 YY PF= oP)(CP -0), 

24。 有 关 的 一 切 偿 导数 都 存 华 ， 但 复合 国 数 求学 公式 不 成 立 
的 图 数 ， 

投 (xz，2)= xy|， 


不 蕉 验证 ， 疡 s(0 ，0 ) 与 产 w(0 ，0 1 均 存在 且 等 于 0， 但 了 在 
点 (0，0) 不 可 微 ， 此 时 ， 某 分 +，y》= +， 代 入 得 


4 


fir fy=lrfl， 它 在 +=0 处 设 人 并 方 穷 导数 。 但 


dx 


站 0) 二 vt(0 0)- js =0,. 
这 就 说 明 ， 复 合 函数 求 导 公 式 

| pf 2 ; 二 

| =f 200,0) + f(t0, 0)— 
不 能 成 立 


注 ” 徊 果 了 Cx，3) 在 定义 域内 可 微 ，x = 中 (Cf)，Y = 
b(t) 对 于 可观 , (Cf) yct)EG, 则 ftP(Ct)，, 
V5) 对 于 #4 可 微 ， 且 有 有 

df 1 x Ar rr dy 

“ar = (CX, De Tf vt, A 
上 述 反 创 中 上 明 ， 有 别 于 一 元 疯 数 的 情形 。、 对 于 多 元 清 数 而 育 ， 如 
果 己 是 导数 存在 ， 上 述 复 合子 数 求 导 公式 还 不 一 定 成 立 。 

25。 在 平面 区 域内 fy(x，3》) 二 09， 但 是 ，f 了 在 加 内 并 
非 与 7 无关 的 连续 可 微 沙 数 。 

设 L={(x, y):x 这 0， »= 001., 再 设 

D= Rix RI\L. 
在 万 上 定义 僵 数 了 如 下 ， 


> 
了 (C(x, »}= 
~ 40, 其 它 的 (2 ， YE 有 
显 就 ， 了 在 站 内 连续 可 徽 ， 并 且 邢 存 志 续 的 二 阶 岗 导数， 虽然 了 
关于 3 的 一 除 疙 导数 (x，》) 在 石 肉 桓 等 于 零 ， 但 是 了 并非 
本 了 无 六 。 例 加， 了 (1，1)- 1 商店 (1， 一 1)=0。 
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注 “ 这 个 例子 表明 ， 为 了 证 实在 整个 区 城 也 内 一 界 偏 导数 蚀 
等 于 零 的 国 数 是 常 慎 函数， 下 遇 的 证 法 无 效 : “既然 f(x, 二 
0， 那 么 了 不 依赖 于 xi 既然 p(x，3》)} 二 0、 那 么 六 不 依赖 
于 x; 了 弃 不 依赖 x 也 不 恢 赖 了， 所 以 了 一 定 是 个 肖 数 ”， 

26。 存 在 沙 数 F(x，》)， 尽管 P(xo，yo)= 4， 但 在 
(xo，»0) 的 某 个 邻 域内 ， 由 方程 个 (Xx，》)= 0 能 唯一 确定 
2 为 的 函数 了 = 了 (xx)， 并 且 y= xo)。 

念 FOx，2)= (222 则 Fox，2)=2(?7 一 2 
故 在 x = ?了 寺 0 处 Fo= 0。 但 这 并 不 妨碍 所 给 方程 上 (x，》) 
= 0 有 唯一 解 》= x、， 且 当 x = 0 时 这 个 解 等 于 等 。 

渡 上 述 反 例 说 明 ， 隐 函数 存在 宝 型 仅仅 给 出 其 图 象 通 过 已 
知 点 (xo，y6) 的 隐 阔 数 唯 一 存在 的 充 和 而 个 是 必要 条 件 ，。 

27， 存 在 画 数 上 六 ， 亿 max min fix, HY) < min max f 


(x, FX, 
在 C0，2]xC0，43 上 定义 而 数 辣 如 下， 


fix, ¥)=1-—-(txX— + 1 }*, 
风 max f(x, 3)= 1, min nax f(x, »)= 1 
多 其 ¥ ， 


1 (9 一 1)?2， yy 
min f {x, »)= 
% 1—-(3—- 27):， 3 2， 


max min f (x, $3)<=0, 
J % 


因而 max min f(x, yy<min max f (%*, »), 
yy bs J- 


注 可 以 证 明 ， 车 f(x，》) 在 Cia，6]x[56， dj] 上 连 


max min Ff{x, FEmi ma f(x, 2), 


rw 下 Y 


上 述 友 例 说 明了 这 个 不 等 式 中 的 等 号 未 必 成 立 ， 
28, 存在 函数 卫 ， 使 fw (x6， 20 二 六， /yl%o, yu) = 0, 
但 (xu， 0 并非 子 (x, 多 ) 的 极 信 息 。 


函数 > = 了 (x,y) = 2 的 倘 导 数 22 = 一 2%, .22 =2y， 
、- | SE dy 
所 忆 


Fot0，0)= 关 0，0)-0。 


当 y=04 时 ，2 = 一 %? ， 所 以 原点 性 是 这 条 抛物 线 的 极 大 但， 
而 当 x = 0 时 ，z> = y%*， 原点 又 是 这 条 曲线 的 极 小 点 。 由 此 可 
基 ， 阔 获 站 C(x，》) 在 0，0) 外 无极 值 。 

注 ” 刘 偏 学 数 存在 的 尔 数 了 (x ，3)， 在 点 虹 o(Cxzo， yo 有 
极 什 的 必要 条 件 是 


f’ mo ya) = fy txos ya)= 0, 


上 述 反 调 说 明了 这 个 条 件 并 不 充分 。 

29。 存 在 可 撤 画 数 ， 它 在 定义 域内 只 有 一 个 斑点 ,而 且 这 对 
点 是 极 大 《小 》 点 ， 但 它 不 是 最 大 【小 ) 点 。 

我 们 和 即 道 ， 若 画 数 3 = 了 (x) 在 区 间 《aa，P) (有 限 或 无 
限 ， 开 或 闲 ? 上 可 撤 ， 又 在 (4a， 5 ) 内 有 唯一 的 驻 感 xo; 如 果 *o 十 
极 太 《小 ) 点 ,那么 wo 就 是 (xy 在 (aa pb) 上 的 最 大 

《小 ) 点 。 

于 是 ， 我 们 可 能 会 猜测 ， 如 果 轴 数 = 了 (x，y) 在 定义 城 
石上 可 证 ， 又 在 万 肉 只 有 一 个 驻 点 (i Vo), 而 且 这 驻 点 是 极 
大 《小 】》 点 ， 那 么 《xo，y6) 也 一 定 就 是 i Cx，3) 在 人 D 上 的 最 
大 (小 ) 点 。 

这 稍 想 是 错 的 。 例 如 ， 令 


| 


天 (和 人 
我 们 在 囊 形 万 ，- T 志 xs 和 4，- 1 人 1 上 来 研究 它 的 最 大 
仁 。 解 方程 组 
fatx, y=3x— rt2, 0， 
be y=24-27 = 0. 


得 两 组 根 (0，0)，(2，2)， 但 (‘2.23) 并 不 在 呈 内 ， 所 以 了 
内 只 有 一 个 驻 点 (0 ，0)， 

其 次 ， 求 二 阶 仿 导数 ， fee y=Bx- 8, fw (x, 
3)= 2, fw tw, y= 2, 于 起 /0 0)= -80, 
fr 0, Oe fr 0, 0 red 022106 420. 
政敌 (0 ，0) 确 县 汪 数 在 部内 约 报 大 点 ， 在 这 一 点 上 有 极 大 值 
(0，0)=0， 熬 两 和 并 不 是 万 革 的 二 大 值 ， 最 大 值 出 现在 过 
界 点 (4，1) 上 ， ff (4. 1)= 7， 

这 个 函数 在 全 平面 上 有 两 个 驻 尺 ， 具 是 在 也 内 有 一 个 驻 点 。 
于 是 自 热 要 间 :， 是 否 存在 二 元 可 向 用 数 ， 它 在 全 平面 上 只 有 一 
斑点 ， 而 上 且 这 驻 点 叉 是 家 大 点 ， 但 这 一 点 并 不 是 最 太 点 ? 这 种 天 
数 的 确 是 存 宅 的 :下面 揭 裙子 属于 粱 宗 巨 237?。 设 


Fax 9)= 8 arctgx)s — 8 (arcfgoD2 二 


"arc tg x) (arc tgy) 一 are te vy)}*, 


这 个 疝 数 是 初等 函数 ， 在 全 平面 上 可 微 ， 解 方程 级 


| ， 
i x, y) = 2dtarc ta rx)? ee 16(Carctgxy -一 
fw Y) 1 + 8 1 十 和 


内 
二 -- -~ 


i 
二 十 久 


nre tgy= 0， 《1 ) 


1 1 1 
mn Brett 和 (pip pp 
1+3 4 Cae Ey) i+y: 


= 0， (2 1) 
由 《C2) ，are tgy = darc tgx， 代 入 (1) 局 消 直 1/(1%1)， 得 


中 和 《TO tt 区 六 7 三 一 16arc tgx + darc ter 0 , 


fy Y= (Brc to 


即 arc tgxt arctex— 1)= 人， 


由 arc tx= 0 得 驻 点 〈0 ,0) 。 又 将 arc tgx = 1/2 代 A 入 arc tgy= 
4arc lgx， 得 arc tgy = 2 ， 元 解 。 这 是 因为 


— /a <arctgy tT/ 2. 
因此 ，. fx， ) 在 全 平 钾 上 内 有 一 个 驻 点 《0，0》。 为 
了 淹 断 它 是 不 是 极 信 息 ， 求 二 阶 懈 导 救 ， 


fon(X, YI = —. 2 Ca24(are (ga) — 6arc te% 


(1 + x*}: 
1 二 有 四 各 T 1 ~ 16 
Farc ty Tf 1 (Cat 2 WL 
六 wu Xs 3 二 - 1 - 1 


fy Y) = 一 2 ,(arc fer 一 1 le ‘gy) 


i 11- ] | 
ty 


于 是 
oa 0) « fryy C0, 0)— Cf "ou (0s 0)) = (16)(- 二 )- 1>0,， 
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区 六 sa 人 0， 站 SEEmL6< 一 站。 


可 知 0，0)》 是 极 大 点 ， (0，0)= 0 是 极 大 信 。 这 并 不 是 
f(x ，》) 的 量 大 值 ， 例 如 

ftgl,. ts1)=- 8~-8+1-1/8*7/8>0. 

其 实 ， 这 范 数 的 最 大 值 是 不 存在 的 。 

30。 图 数 ， 它 在 某 点 的 仿 导 数 不 存 在 ， 但 能 在 该 点 到 得 极 


它 是 交 子 了 四 的 两 个 平面 。 显 然 ， 凡 < = 0 的 点 都 是 铺 数 的 极 记 


点 ， 但 是 ， 当 之 0 时 人 = 1 而 当 x <.0 时 “~ 工 所 以 
总 本 


画 数 > 年 zx = 0 人 的 篇 导数 不 存 企 ， 
31。 有 有 无穷 多 个 局 部 极 大 伍 而 无 生 部 极 小 信 的 函数 ， 


设 Cx vy) = C1 +e)eo x mY, 
则 for, Y= nx TT 的 )， 六 和) = eos 
-er(1+y), 


ft(X， VY) = 产 ， CE vw} 二 必得 = 土 nz (n=0, 1, 
2 ， ta =- 1 1, 对 于 斑点 -nC 二 1， 《一 1)*~— 
1) ， 有 

A=f ontxs Wp DCl+ter Hy) 


B= frm yp,, = 屿 ， 
Cf Wp = 1, 
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当 # 为 个 数 时 ，AC 一 六 = 0， 又 4=-2<0， 歼 
二 4# 汶 局 部 极 大 点 ， 了 (t+2n， 0 = 2 为 局 部 极 太 值 。 

当 # 为 青 数 时 ，AC -B= 一 (1 +te ee ?< 0， 故 P+n 不 
是 局 部 极 值 点 。 

出 焉 可知， 函数 f 有 无 穷 多 个 局 诸 极 大 点 (二 2nx，0) (8 
= 1, 2, "), 但 是 没有 局 部 极 小 点 。 

。 存 在 函数 了 ， 包 在 原点 无 局部 极 值 ， 但 对 尾 一 过 永 吕 的 

直线 ， 了 江 此 直线 上 原点 为 其 取得 局 部 极 小 值 的 点 。 


设 于 fx y= (x y) (2x— yy), 
则 fn, y) = x SY, f(r, y= -6xy+dy’, 


仿 (x y= xy) = 0, 即 4: 一 33y2= 0， 2v(2y 一 3 
二 0， 得 到 * 一 》= 0. 
对 于 点 (0.，0)， 如 果 消 宜 线 Y= mx， 则 


fx Wx mx) (2 — mix), 


当 xx 充分 接近 于 零 时 ， 于 《x ,mx)>0， 而 当 x = 0 时 ，f Gv 
mx) = 0 ， 故 请 着 过 点 (0 ,0) 的 每 -~ 条 十 缆 =mx，f 人， 
3)》 在 点 50，0) 取得 极 小 值 。 但 在 点 《0，0》 的 附近 ， 当 
xy 必 ya<2x 时 ， 将 有 了 (xx，y7)<0， 世 即 扩 0，0)= 0 并 非 
人 

”一 个 定义 在 区 域 亿 RR: 上 的 一 至 连续 隙 数 f， 对 菜 个 
e >o ， 水 在 在 实数 品 , 使 当 | f(x) ~ f(y)| 疡 Px 一》 时 ， 
就 有 

x, FixD-{y, FDC es。 

设 了 了 是 由 # 锥 欧 民 空间 "的 子 集 吕 到 壤 维 欧 针 容 间 ”的 昭 

数 。 称 了 的 陡 弦 是 短 的 ， 是 指 对 每 一 : >0， 存 在 实数 已 ， 使 
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当 和 fx) 一 C9) 之 PREx 一 3 时 ， 康 有 ，,. 
xy FORD CF, FCO)NTE w (1) 
Panece2 证 明了 ， 对 于 定义 在 R! 的 了 区 间 土 的 实 值 函数 侧 
言 ， 这 是 一 至 连续 性 的 特 全 。Kioptesseit 和 Tetbicse 指 出 ， 对 
于 高 维 抠 氏 空 间 ， 这 一 命题 并 不 成 立 。 他 们 的 例子 如下; 
考虑 如 > 中 的 无 限 长 条， 之 0，- 1 所 < 委 1， 且 为 该 长 
条 的 补 集 。 在 D 上 定义 遂 数 症 ， 


Ys X01, 
fix, Y=, 一 9 并 


0 2 


显然 ， 了 在 万 上 一 致 连续 ， 然 而 并 不 游 足 盯 件 《〈t)》 。 

注 ”水 难 证 明 ， 若 函数 了 在 DC ”上 钱 足 条 答 (1) ， 刚 
它 在 呈 上 必定 -- 至 连续, 且 对 任意 2 六 6, 在 在 证 数 科 之 日， 尘 小 xX 
2 > c 时 ， 就 有 

ff Cx fF SN ~ Yh, 《2 ) 
Klopfenstein 和 Telstc 玉 明了 下 太 翟 玉 !， 
定理 设 扯 是 RR* 的 子 集 D 品 到"* 南 的 胰 射 ， 则 了 满足 条 性 
《1) 的 充 要 条 性 是 站 在 上 一 致 这 续 且 满 是 条 件 ' (2》。. 

证 必要 性 已 如 上 璇 述 。 北 证 充分 性 。 设 了 在 加 上 一 致 连 
尼 ,: 且 满 是 条 件 《2)， 则 任 给 2 半 0， 存 在 8 (0 < 之 8<e/2)， 
使 当 iix 一 3 时 ， 就 有 

lf ex -ff ty) < e/ 2. 


由 六 了 满足 {2)， 故 在 看 常 数 P 守 0， 使 当 Cx)- 了 (92) jj 
之 8/2 了 时， 
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[fx})- ft) Pix-y1., 
于 是 ， 如 果 站 (xy 下 (2 人 > 户 1<- 了 上 ， 则 
Ix-y1le<8/2<8< /2. 


据 8 的 选择 ,jf (x) 一 了 (9) 省 之 * /2。 因 此， 如 果 上 (x) 
F073)1>PLx-»1， 那么 就 在 
上 (xm Cy FO NE yim) 一 天 (和 | 
4 EE/2+E/2= 8， 
注意 ， 若 鸭 散 具有 有 界 的 值 域 ， 则 它 必 满 足 条 件 《2) 。 
而 Rr 的 有 界 子 集 上 的 一 致 连续 隙 数 必 有 上 内 ， 故 此 时 了 一 致 连续 
等 价 于 条件 《1 。 
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常 八 草 ” 重 积 分 与 参 变量 积分 


基本 概念 和 主要 结果 


设 了 (7zZ，3) 是 定 交 在 可 求 面 积 的 有 界 闭 区 域 妃 上 的 有 界 国 
数 ， 车 下 面 《1》 式 左 端 的 极限 存在 ， 则 称 (x ，3》) 在 思 上 可 
积 ， 此 极限 值 其 为 {x ，3) 在 上 的 二 年 积分 ， 记 为 


中 . 
lim Df(xe yo) AG:= ii Fx, sdaxdy .1) 
MN 11 7 


其 中 AGrt 是 万 上 和 任意 分 划 六， DD,, 了 "yy 了 中 石 ， 的 面积 ， 
fi ww 是 六 ;上 的 任意 点 ， 
ACAY= max dD), 


LT 
可 (=sup{| -VY liy, YED,}. 
座 力 由 下 列 不 等 式 给 出 ， 
站 
其 中 中 人 xz)， 出 (xz) 为 CG，] 上 的 连续 函数 。 尘 了 (< ，3) 在 
万 上 连续 ， 则 


b 小 5 
人 oo dxay= 人 ee fo, mdy 
D 


即 此 时 二 重 积 分 可 以 化 为 累 次 积分 来 半 芝 。 
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“ 洲 过 继 碟 微 攻 娄 
Xx, Vv) =H, J) 
把 uv 平面 上 的 有 界 闭 区 域 D' 一 对 一 的 映 为 xy 平面 上 的 有 界 闭 
区 域 D， 并 且 


Ox Bx | 
Au Bt 
na CU, 到 = 天 0 
机 By OY - ， 
au A | 
则 有 变量 着 换 公 式 
{jew Warxdy= |{f Cr), ye oT Onn 1 dud, 
L Dr 
转 别 有 极 坐 标 变换 公式 


(lz, ydxdy= 个 Creosd, rsing)rdrd0, 
DD | D’ 


三 重 积分 有 类 似 的 结果 ，; 
设 有 界 闭 区 域 只 由 下 列 不 等 式 瑚 定 

CCXED, PN)EY 人 ELK 2 (XV) ), 
苯 中 中 C(x)， 申 (%)，2z1(X，》)，2s(%X， 儿 ) 均 为 连续 函数 ， 
苔 £(x，》，3) 在 人 上 连 壬 ， 则 


有 7 Cx, YY 2)}dxdydz 
|! 


AC i 


imy 21 tx YY) 
特别 ， 对 于 三 重 积 分 有 圆柱 航标 变 澳 公式 
二 让 9 


四 fx Yerxdy dz= | ltreost, roing, sa)rdrdods 
i 他 


和 球 卉 标 奖 换 公 式 
| (x yy Fdxdyds 
他 


= Ji (frsinpcosb, rsinpsind, rcosq}r sinpdrd pde. 
ar 
设 平面 区 域 忆 晨 无 界 的 ，{Da} 为 妃 中 可 求 面积 的 任意 有 界 
闭 子 区 域 剂 ， 并 且 刀 中 每 一 点 也 从 茶 一 号 码 起 ， 属 于 以 后 一 切 的 
Ds。 著 了 (x，》) 在 每 个 Dn 上 均 可 积 ， 则 称 


je ydxdy= lim | fw 过 人 (Co) 
万 "mp, 


为 函数 请 (x ，3) 在 万 上 的 二 重 广 义 积 分 。 旧 《2) 并 石 奖 的 极 
最 存在 及 与 1 的 各 择 无 关 ， 风 对 应 的 可 分 称 为 政策 的 ， 在 相 
反 的 情形 称 为 发 散 的 . 

设 请 数 f(x，》) 在 有 界 阅 区 域 D 内 有 叭 一 奇 点 P， 即 
f(x ，3) 在 尸 的 每 个 邻 域内 无 界 。 对 于 的 任意 = 分 域 UU， 
若 f (0x ，y) 在 万 \ Us 上 可 积 ， 则 称 


| ydxdy= lim | fx yaxdy (3) 
EE 十 -| 
万 DAN 


为 万 于 的 无 界 通 数 于 (xz ，3 >》 的 二 置 广义 积分 。 若 《3 ) 式 石 问 
的 极限 存在 且 与 P 的 8 邻 域 的 选择 无关， 出 对 应 的 积分 称 为 收 伊 
的 ， 在 相反 的 情形 称 为 发 散 的 、 

重 积分 在 着 点 了 一 元 函数 定 积分 类 伏 的 -系列 性 质 ， 这 里 不 再 


了 


黄 述 。 
设 二 元 下 数 5(x% ，3) 定义 在 姑 形 区 域 D={(x，》)tg 
Ry } 上 、 并 对 任意 辐 害 的 YELto，, df 


C(x， 在 Co，62 上 可 积 ， 则 定 积分 | 了 (x，2 》 dx 是》 
的 函数 ， 记 机 
9 (9)= | Fw Wdx, y Ere, dy (4) 


称 〔4》 式 为 爹 参 变量 的 定 积分 
. 定 殖 1 (连续 性 ) “如果 函数 (x，》) 在 铭 形 区 域 万 
= 9) ， CA} 上 连 线 ， 则 函数 


好 
v3)={ Cx Vydx 


在 区 各 [a，5] 革 连续 。 

定 通 2 (可 微 性 ) 设 i {x， >) 在 D=1{(%，》): 4 到 
XD， Cyd 上 有 定义 ， 对 任 - EC[C，d]， 函 数 
flix, ?在 [G， 5 ] 上 连续 ， 且 偏 异 数 f'v(*%， ?7 ) 在 也 上 连 
续 ， 风 函数 中 (7) 在 [e ，d14 上 可 微 ， 且 有 


b 
y= Fur, YY dx 


定理 3 (积分 可 换 序 性) 设 1 (x，3) 在 D=1(*X，。》): 
GyY 宝 让， es 雪耻 ) 土 连 续 ， 则 


- bp [fd 
[ay | fe ydx= | ds f(x, Wdy, 


设 二 元 静 数 (x,》) 在 区 域 D=-{(X，》);6 志 % 人 +o9， 
c 太志 qd} 上 有 定义 ， 对 任意 的 YECL5，d)， 广 义 积分 
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jf, y)d% 《5 下 


都 收 敬 ， 于 是 积分 《5》 在 区 阅 Cc ，d] 上 定义 了 一 个 国 数 ， 
记 作 


v (9) =f x, Sdx, 3Ere dy) 


称 它 为 售 参 变量 的 广义 积分 。 

我 们 知道 ， 广 义 积分 与 数 项 级 数 无 论 在 概念 上 还 蚌 在 理论 上 
基本 是 平行 的 。 不 同 的 是 前 者 是 连续 的 ， 后 者 是 离散 的 。 由 此 自 
然 想到 ， 含 杀 变 量 的 广义 积分 与 函数 项 级 数 无 论 在 概念 上 还 是 在 
理论 上 也 应 基本 是 平行 的 。 因 此 ， 我 们 可 以 仿照 画 数 项 级 数 ， 把 
含 参 变量 广义 积分 的 一 致 收 敲 概念 和 有 关 定 理 陈 述 如 下 ， 


称 无 穷 积分 | ”f(x ，y )dx 在 [9 ，d] 上 对 y 一 数 收 和 
如 果 Ve 0，3 引 Ma， 当 4> 叶 时 ， 对 Yy ECe，a]， 有 


| 上 ”ex， y)dx|<e， 


Cauchy 准则 “积分 | f(x，>)dr 在 区 间 [ ，d3 上 一 


致 收 侣 的 充 要 条 件 是 Ye >0， 卫 好 芝 G6， 当 4 全 4 有 时 ， 
对 一 切 yEfe， dj， 有 


| f(x, Wax|<e. 
Weierstrass 判别 法 如 内 对 充分 大 的 * 忆 及 ELe ,dd)， 

if (x, YF(x), 
且 | FGxDdx 收 第, 则 | f(x，> dx 在 Cc，d) 上 一 到 
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孜 竹 。 

Dirichlet 判别 法 ”如果 

Ci) 9C%X，》) 关于 XX 单调， 日 当 x 一 +o0 轩 ，9 (xX， 
3 关于 了 ECe，o] 一 致 赵 于 0 ， 

Ci 存在 常数 村 >>0， 对 任意 A 证 a， 


过 
[ff y )dx | sf， yElc, dy 


则 | ”PCx， y)g(x， ydx 在 CO，d23 上 一 至 收复， 


Abel 判别 法 ”如果 

Ci) 3(x 3) 关于 YY 音调， 日 对 关于 Y 芝 Gy ycEre， 
dd 一致 有 界 ， 

《iT 》 {fx, YY) dx 关于 ESIC，dj 一 致 收 笋 1 
则 | ”FF(x， J)9(X， Yj)dx 美 于 》 ELt，d] 一 臻 收效。 

关于 参 变量 积分 所 确定 的 函数 

(7) =| f(x, 3 dx 

”有 如 下 与 一 致 收 敏 密 切 相 关 的 性 质 ， 
如 果 f (zx，2 ) 在 za，“ 所? 挟 d 上 连续 ， 积 分 | ”/ 


(xz ，3?) dx 关于 ?EC[c，d] 一 致 收 化 ， 则 有 
连续 性 (3y) 在 Cc¢，d2J 上 连续 
积分 可 换 序 性 ; 


Pe 了 可 ot 
上 dx | .fr way=| dy | fx, ydxs 
各 [9 C 导 


可 微 性 ”如果 tx，3) 及 fy(x，》) 均 在 <Y2G，5 挟 
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y 之 ,1 上 连续 ， 积分 | f(x， ydx 美 于 yy EL[c ,41 存在 ， 
而 积分 | fs (x， 3》) dx 关于 ECc， al 一 致 收效 ， 则 
(Cy) 在 Ec ，dJ 上 可 微 ， 生 
站 (了 ) =| pu, yx, YErc, dy 
本 章 的 基 些 反例 还 要 用 到 Lebesgue 测度 的 基础 知识 ， 读 者 可 
参看 LL4.，【122 或 518] 。 
口 题 


1。 计算 积分 ||jsinCx - ?) lda， 其 中 万 ，0< yx 所》 
| 
2 
和 解 ” 如 图 8 一 1 所 示 ， 将 口 分 上 成 D1 与 D，,，。 在 DD! 二 ， 0 去 
-XT 故 


217 Be 
| x 
LN 2 


说 8 一 1] 
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iIsinCx— y) | = sin(y — x), 
在 D, 上 ， T&R2N， 部 


[sin(x— |= -sinty— x), 


于 是 |||sintx-» ldo 
D 
一 [lsin (x —y) ao+ ||lsin(x—») [dg 

D LD 


1 2 


= [fsinc»- x do 一 ||sincy -ac 
D 


1 Ds 


Tt 各 十 开 并 27 
=| dx | sinCy -x) dy+| ax | sin(ty— x} dy 


0 


天 和 二 开 
-| dx | sinty — x) dv = 47, 
0 村 十 区 


2。 计 算 积 分 | x+ vsentx— ydxdy, 
| C0, 1I x CO, 17 


解 | (x 十 多 SET ~ ydxdy 
CO, 1 X CO, 1 


=] dx| -e+y) dyt | dr | (etdy 
有 


=| (3*:- be -地 ) dx +| (x + :jdx 


3 。 设 函数 靖 与 9 都 是 C9， J 上 递 滴 的 连 急 函数 ， 且 都 不 
于 于 本 


是 清 值 男 数 。 证 明 


b 5 b 
(太一 a)| /co g (x) dx> | fewds| g(x dx, 


总 再 
证 S=(-c)| Fo gw) ds- | dy| fl) dx 
b 卫 了 b 
=| ay| fx) gdx—| dy| 下 (CCD GE dx 
| 性 病 


= | | rom [9fx — g(ty dxdy, 
弯 换 x 与 》 的 位 置 得 


b rib 
s=| | opcocop -gcoatxay。 


b rh 
所 以 2S=| | E00 -fc -oadxdy， 


因 / 与 9 都 是 递增 的 连续 函数 ， 故 
[FS — FDILG(Y) 一 20D。 
又 因为 与 9 都 不 是 第 值 隔 数 ， 所 以 
b rb . 
| [efe% -f(y g(x) ~ g(r Idady> 0, 
即 S>0， 从 询 
5 | bh 
{pb o)| fx) orda>) fdx| gw dx, 
4 。 设 了 在 区 间 Co，4& 上 上 连 缕 昌 恒 大 于 零 。 证 明 


b b 1 
dx| il db ~ a) 
| fe xj fe (站 全) 


书 因为 freod 中 5 da f ds) Fa . 


2 79s Fa X= | 了 ay 有 Gao 


二 f+ OY) x pp 2f (x) 7 3) dy 
fx) fty) 7 | fx) fC) ” 


= 2{b- 0)°， 


五 吾 下 
即 | fw dx| dx(b— oo}, 
5 a f(x) 


5 。 设 了 是 区 间 [a ，85 3 上 的 连续 函数 ， 赴 时 


. | ef- xd (一 0) 


J 
dyb 


证 ”出 于 对 任意 实数 4 ， 省 有 
Bu 二 


因而 {| ef Fd rd y 
0 
oy Eb 


2 | C1 + fd xdy 


dx < 
Gy Eb 
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w=-a):+ | f txydxdy” | {ydwdy 
pp 
=m“{b- 0)4, 


流 ”本 题 也 可 由 上 题 的 结果 直 物 条 出 。 
6 。 证 上 明 阔 数 方程 
(xx ，3) = 1+[ | fr, v ydudv 
至 多 有 一 个 在 0 志 x 志 1，0 太太 1 上 连续 的 解 。 
证 〈 反 证 法 ) 设 在 0 和 近 1，0 实 ? 窒 1]1 上 有 两 个 连续 
的 解 有 与 8，， 令 户 三 上 ;一 上 ， 则 上 必 满 足 齐 次 方程 


二 | 
hi, y)=| | h(n, vv, (C1) 


任 取 p(0<P<1), 人 SMe- max hh(%, 了) ， 则 由 的 
: SE? 
连续 性 及 《1) 式 得 到 

M,= hlXys yo Mr yo Mp?, 
于 是 ， 对 于 使 得 0 之 了 之 1 的 所 有 了 有 放 , 志 0。 因 上 连续 ， 喜 
对 于 0 和，0 太 3 和 1 ， 有 及 (xX ，3》) 志 0。 用 一 个 对 称 
的 讨论 ， 有 (xX ，3?) 关 0。 由 此 可 见 ， 天 (YXY， 3 = 昌 ， 训 六 | 
= he 


7。 设 了 在 区 词 C0，11] 上 具有 连续 的 导数 ， 
1 T 7 FA 
oj ,1jcodr (7 
求 lim 1 Eu。 
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= | 


he 


| -， Ff’ at dx 


| -一 


= | 


A(: -Da 


在 上 述 积分 中 ， 函 数 ( 1 -一 ~) 不 变 号 ， 因 而 由 积分 中 值 定理 


条 有 8 十 一 工区 生 雪 上 二， 使 
厚 [i 


了 i 


[WEE 一)1 (di= Ff Go， (i -1)dt 


1 
= i 
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| 1 
于 是 ， En™ 一 # Tf (Ee) pi 本 hh " (Ei) #3 ' 因 六 在 t0， 
i =} 


f=1 


IJ 上 连 转 ， 当 然 训 积 ， 因 而 有 


rim # gn = -3) .7 (Yd x= -FD -00)) 
出 


并 二 0 


8. 计 了 = | 3 一 一 二 10) dv， 其 中 避 是 球体 x: 十 
愉 


4 二 2 ss3。 证 明 
28Y 3 TE TE 3 TI, 


证 令 F(z，2，=) -yx+y-z+l0 则 红 ， 红 时 

六 ay Bz 

和 不 为 于， 故 子 的 极 值 必定 出 现在 所 的 边界 上 ， 换 言 之 ， 须 求 # 
在 曲 而 鞋 +2 + 2z*= 3 上 的 条 件 极 值 ， 设 


F(x yy 2 一 《 区 十 多 一 十 10) 十 大 《X2 十 和 2 十 22 一 33， 


a _ aF _aF 
二 0 ， 
并 令 二 DY a2 得 


1 +2Ax= 0, 1 +2v=0,. -1 +2h2= 人 0, 


1 1 _ 1 2 
= 二 一 -一 -， > 一 一 十 + = ds 
邦 %* 2X > 2 on 代入 方程 x? 十 入 
得 到 入 = 二 二。 于 是 
X%1= 一 二 ， “二 4 ，, 
Y= 11， so™ 1, 
.= 工 22 二 一 工 。 
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最 然 ，F (- 1，- 1，1)>= 了 是 最 小 值 ， 了 (1，1， 一 二 
13 是 景 大 值 ， 从 而 


7T<srtx，3，2)S 生 13， 


另 一 方面 ， 球 体 人 QQ，x*+ .+2? 太 3 的 体积 为 六 = 4V3 
T， 故 


7 .443r<| 作 fo dosl3 3m， 


即 28y3 A TCI 3 T, 
9, 设 2 六 0， b>0. 证 明 


全 (as 十 日 23 ydady= | f(x) dx, 


证 作 代 换 % = 二 rcosb， ? =r sind, 积分 限 r 从 0 到 


于 cc 日 从 0 到 /2， 于 是 


人 (Ca: x 十 by)dxdy 


| Teo 2 
= a0|, firiyrdr 


+ bm 。 xt [+ 
d 2 一 -- -— 让 
a fr er ,| {Od 


109， 计 算 积 分 (edx. 


解 ” 设 区 域 Ds: %“ 字 0，》 守 0，x*+y? 全 RY， 则 有 
521 


Ta=|| -> dxaqy= | dt | -rrdr 
0 


J 


ed d xd y= |irm Ta 了， 
0 


六 记 十 4 


11, 讨论 广义 积分 | _ 二 的 收 全 性 ， 其 中 >> 0， 


D, +r, 
解 ” 用 极 些 标 ， 得 
| lin [0 | -dr 
0 好 六 


一 2 


pV (x + y:)" -十 


i 
= 71 lim | dr 


志和 二 


lim 


当 0 < 之 &< 之 2 时 ， 


+ 


Ed 
当 忆 六 2 时， ,im | hi 00, 


放 原 广义 积分 当 0 之 & 必 2 时 收 伺 ， 当 只 之 2 时 发 散 。 
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12。 能 否 找 出 一 个 & 值 ， 使 广义 积分 


了 -| dadw 
-Do CY x+ yi) 


收 襄 ? 
. 解 ” 用 极 坐 标 ， 则 
r=[ oa 人 ap- ”人 


=2x(| dp 人 
gp J1 pe)" 


为 使 广义 积分 了 收 化， 必须 | -5 5 ”二 dp 


积分 收 钱 的 充 要 条 件 为 a ~ 工 必 1， 而 第 二 个 积分 收 伍 的 充 要 条 
忻 为 -1>>1。 因 这 两 种 条 忻 不 可 能 问 时 成 立 ， 故 无论 C 为 
何 信 ， 所 给 的 广义 积分 都 不 收敛 。 

13。 设 落 数 (ww) 具 有 连续 的 呈 孙 区 ， 求 


了 = lim -了 | fv x ty te) dxdydz, 
fo ni 2 _ 
+4 yi 22 


角 ”应 用 球 坐 标 ， 则 得 


fy rit y te ydxdyde 


NT + Yt 


+ Fs 亚 
-| ar| do | f (ryr*sinddd 
0 0 0 


一 44 工 | rsftr)ydr, 
' 0 
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因此 了 = lim 二 | riftryar 
t*Jo 


t= 0 


= 二 4 2 = 1i FD 
> 和 了 1 1 0 ft 


tf 


加 果 f (0)= 0， 则 记 求 极限 为 六 (0) 如 果 了 (0) 芭 0， 则 极 
限 为 ce。 
《2 + ye-(22+30GX3 = Th 


*1z& 民 
y 1 委员 


证 记 1a= I (ul + ye yd xd yy 


则 有 Trla 人 ele 


R RR: 
注意 I'R | a | nse-rdr=7| leo-tdt 
0 久 1 


Tt oR Rie RA (RR + co)s 


项 命题 得 证 ， 
15， 设 函数 了 在 闭 区 间 (a， .4 二 连续 ， 证 明 


lim 工人 cf tt py) fdt= ff (C0), 


hd 


证 因 f 在 LG，A2 上 连续 ， 放 卫 在 Lc0，AJ 上 存在 原 函 数 
下。 于 是 


3 24 


lim 2 | [FL + 站) 一 了 Cd 
四 


= lim CFExXtA FOr Fx) + F(a)) 


h—0 
~ Jim FIX+ RA) PONY Ti riagth}—- F(a) 
h-> 0 站 站 一 全 A 


= C0) ~ PF 0 = fr - fia). 
18, 计算 积分 | In( 一 26C0S7 + arydx, 
中 
解 设 7 (e)=| ntl —2acos natordx, 当 |1ol<t 
时 ， 因 


1~2acosx+ar2 1 ~2la| tai= (lo >0, 
故 12C(1 一 32acosx+oe 为 连续 男 数 瑟 有 连续 的 导数 ， 从 而 可 企 积 


区 ii 
(a) = | 2cOSx+ Za dx 
I 
开 ? _ 
-f(t 1 as 
G41 ]— 20co x 
_T_1-0? | a 
G 如 (TH) ~ PICO0S% 
_7T 1 “| dx 
0 GEL +Qa 3 1+( 2a )eosx 
1+a” 


于 是 ， 当 | a [< 之 1 时 了 (ae)= 人 (常数 ) ,但 10)=0， 故 
C=0， 从 而 T(ta)= 0， 

当 | 9 | 守 1 时 ， 令 5=1/a， 则 |&5| 之 1， 并 有 I 了 (868)= 
0 。 于 是 ， 我 们 有 


人 一 2pcosw+ 1 
Te) = | In( ~ 20 + 1)ax 
= 70 -2rnln|b| = 2x11lal. 


当 | 9 |= 1 时， 1c1)=| nat2lnsinT )dx= 2xln2+ | 
外 


地 


| msi tdt= 25 ln 2 +4(-TIn2)= 0 。 
过 


` 同 理 可 求 得 7T(- 1)= 0。 
综 上 记述， 得 到 
(9， lal1， 


， 
| Int1i~ Sa cos x+ a3}rx= 
0 (analal, 1al>1. 


17， 研 究 函 数 户 (Y) = 屯 江 全 dn 的 连续 狂 ， 其 中 了 是 


闭 区 间 [0 ，1J 上 的 正 值 连续 函数 ， 
解 当 ? 关 人 时 ， 被 积 图 数 基 和 连续 的 ， 再 此 ， 天 在 4 关 0 处 


是 连续 的 。 
又 ,下 (07=0。 现 考察 0， 并 设 久 为 了 在 0，17 上 


的 最 小 值 ， 则 区 守 0 。 内 于 
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> a mare tg 
2 


FWP>m| > = 
0 芯 Y¥ 


及 lim arc tgl =， 
十 J 之 


因而 lim FW >> 0, 


J 十 


可 见 五 在 = 0 处 不 连续 。 
18, 设 9 (i=) iV tiidx(0 < 1&1). 求 中 (0) ， 


解 ” 因 ]a1Az + 和- in Ki +i = -在 人 0 ，0 处 不 
连续 ， 故 不 能 用 积分 号 下 对 # 求 导数 的 方法 米 求 P'(0 )》， 而 应 如 
下 求 出 p02; 


1 
(0)=) lnxdx= 一 1， 
-- 1 2 
Vt) = I+ | dx 
0 加 2 十 世人 


=lnV 1 十 三 十 | - 一 
3 


当 1 记 0 时， 


=lny 1 +t: — 1 riare 1 


因此 10) in Lt 


+arcteg lt (ff >0+), 
1t 2 
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19. 研究 积分 1 (a)=| 0x dx 在 0。1] 上 的 一 


VxX-al 
致 收 化 性 
解 令 1 (a)=| Ss rtf Sine dx 
"ix 一 Ga 9 
一 了 ;十 了 ， 

考 窒 两 个 积分 ， 
| J .dx ae _ 0 ) 及 | |sinax| dx 
VX- “ra 


(一 -1 区 ga 守 1)， 
作 代 换 y= x - 6 ， 则 这 两 个 积分 分 别 化 为 


| 
" y 了 


及 | ‘sina (a + 301 dy(t1l~“10 1), 
" y 3 

这 两 个 含 参 变量 的 积分 均 以 积分 | ，- 4> 为 优 积分 , 故 7 在 

0 


12 上 一 致 收 襄 . 
类 似 地 ， 第 一 项 积分 也 一 致 收 货 。 
综 上 所 述 ， 原 积分 在 C0 ， 1 于 - 致 收 化。 
20。 应 用 积分 号 下 的 积分 法 ， 求 下 列 积分 : 


= | sin(1n 二 ) Xn b>a>0), 
6 癌 1 
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1 百 
解 了 -| sin(ln 工 )ax | dy 
让 了 也 


[ay | sin jn 一 2 


时， sin(In 一 )*" 理 解 为 零 ， 从 而 sin(Jn 地 )x* 在 0 


I 


这 里 ， 当 % 


< 所 1，a < 二 ?雪上 连续 ， 故 可 交换 积分 次 序 ， 
作 代 换 * = e-5 可 得 


1 "er 
| sin(1s 二) “dx= | evintsintdt 
让 A 各 


| | oo 
二 -DSS 
1 > 加 0 
=- 1 
1+ (1+y)?:" 
于 是 ， 得 到 
1=| ey =arctg(1 + vy)} 
«1+ (li+yy’ [a 


=arctg(t 1 + bh)—arctr(l1+t+ a), 
21。 证 明 ， 积 分 
1 = | ueends 
《7》 在 尾 何 区 则 0 < 之 9 志 0 65 上 -一致 收 散 ; (31》 在 区 间 0 


入 0 委 六 上 不 一 臻 收 北 。 
证 当 o = 0 时 ， | 当 Q 交 0 时 ， | 


+ 


0 
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ce dv 1 。 央 此， 积分 7 对 每 一 定 值 0 之 0 十 收 敏 的 ， 
Ci) 如 果 0 < 之 9 志 4a 寺 56， 则 因 


0 <| oe dr= eres, 
故 对 任 给 6 > 0， 存在 不 依 天 于 = 的 数 -4 = 二 Im 一， 使 当 4>> 
A ,时 就 有 


人 ae-aedx<ered = Ee, 
于 是 ， 积 分 了 在 区 闻 0 < 之 4 志和 上 一 致 收 襄 ， 

《7) 如果 0 < 委 & 委 襄 ， 则 不 存在 这 样 的 数 4。 事 实 上 ， 了 到 
0<sa<1i1 承 办 布 琳 。， 由 于 当 w > 和 0 十 峙 ，e 4-> 1 了 ， 喜 对 于 中 
够 小 的 & 值 ，e “4 就 比 性 意 一 个 小 于 1 的 数 :为 大。 因此 ， 在 区 
闻 0 所 aa 雪上 ， 积 分 了 对 避 的 收 敏 就 不 是 一 致 的 

22， 证 明 ， 积 分 


7 -人 2 
《1 在 每 一 个 不 含 数值 & = 0 的 闭 区 间 L9， 上 7 上 一 致 收 敦 } 
(1) 症 合 = 0 的 每 一 个 闭 区 间 上 二， 五 上 上 不 一 致 收 癌 。 
证 不 失 一 般 性 ， 我 们 只 考虑 cx 的 正 悟 。 
《了 ) 由 于 积分 
| sin 2 
心 之 2 


是 收 贫 和 的 ， 政 对 于 性 给 的 8 守 0， 存 在 数 4o， 使 当 4 半 A 对， 
便 有 


+eo 3i 之 】 
-一 二 了 可 > £, 
| 证 | 全 
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当 C& > 时 ， 由 于 


的 sint x ax= | sin 2 2, 
| x A - 


故 取 4>>4o1o， 对 @ 关 6D>0， 就 有 


| Si x 


4 ~, 


dx 


于 是 ， 在 区 间 0 < 之 o 志 & 夺 b 上 ， 积 分 1 是 一 致 收 谣 的 ， 
(71) 对 于 任意 的 正 数 A4， 当 0 一 0 + 著 ， 


[WA SIG dx -| 7 Sin 2 9, 
过 x A 之 


因 紫 ， 当 4 这 0 且 充 分 小 时 ， 就 有 


+ oo SID 仿 避 T 
dx 
| > 


故 积分 了 在 区 间 0 < 二 8 (5 > 0 ) 上 不 一 臻 收 伍 ， 
23， 设 (i) 了 在 Ca ，+eo) 上 连续 ， 且 积分 | f(x)dx 
收 侣 CD px， 了 ) 在 4 去 xX 二 +c0，4 友 二 和 了 B 上 有 淹 ， 


Ci) 对 矢 一 国定 的 了 C0 和 了 和 )，T (xX，23) 是 XX 的 单调 连 
续 蓝 数 。 证 明 积 分 


了 = 上 ”Acoe(x ydax 


在 xs?S 窒 有 上 一 致 收 伍 。 
证 据 条 件 (1 ) ， 六 在 4>0， 当 4， dz24 了 时 ， 就 有 
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| flrxyd x e. 
Al 


尾 取 > Eccag，B3， 由 中 Cx，9) 对 x 的 单调 姓 以 及 f(x) 的 爱 
续 性 ， 应 用 积分 第 二 中 值 定理 ， 有 有 


| fx pt x, y) dx < ot. 40, fC da 


+ 94 1 | f 94s ASECAY),. (1) 


又 ， 耻 (YY，y) 在 和 委 X 二 +oo 去 ?去 月 上 有 界 ， 放 有 好 使 
得 对 性 闪 0f 志 区 之 +co，a 丰 3 志和 BB， 有 


jm x， yl 


于 是 由 《1》 本 知 ， 对 任意 》E fo，BPB3， 都 有 


< 


im fx px ydx 
1 


因此 ， 机 分 人 人 
24. 设 1 Ca)=| ee 1 . 其 中 0 4 之 5 ,( 站) 证 
x 


明了 (to 在 [90，6562 上 一 数 收 合 ; {fi 求 1(a) 政 了 (0) 
的 值 ， 


证 (i) 因 lim se 1 放 x=0 不 是 琳 点 . 
车 " 
由 于 


=|1-coA|< 2， 


| sin x da 
0 

和 且 当 0 志 4 所 5 时 e- 玉 /x 在 x 渤 0 时 关于 x 递减 ， 叉 由 于 6 
ep) 散人 b) 
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致 地 趋 于 0 。 手 是 ， 由 Dirichlet 兰 虽 法 筑 检 分 
1 (0) = ee” ng 
在 [ 0 和 p J 上 上 一致 懂 雍 。 
(ip 因 被 积 立 数 e-”sina/ xy 及 其 对 a 的 偏 导数 在 %* 之 0 时 
基 连 续 的 ， XX 


+ 。 i 和 六 ee _ 
| 和 (ee 2 dx= -| csinxd% 
0 Lo 党 习 


目 因 |e-mxsinx|<e-ooz ， 而 | ”ce wxds(ao>>0) 收 笋 ， 故 积 


分 | ”oresinxds 当 >as>> 0 时 至 站 化 因此 ， 当 4 >0o 时 
可 在 意 ! 分 导 下 求 导数 ， 
_ [too Of assin x 41. _ 1. 
Ta) =), av 人 ) 人 02 十] 
由 as> 0 的 任意 性 可 知 上 式 对 -一切 4 之 0 部 成 立 ， 两 端 对 6 积 
分 得 


Ee 一 Ar fr 十 人 KG 人 > 
“+ 


Ta)= -| 
大 |sinx/ x | 委 1， 放 
癌 
+ om 
Lo) edx= a> 0), 
所 以 lim IT(4)}=0， 
g++ 
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县 lim (-arctzat+ CO)=— 


工 
一 +oo 2 


+C-0 
因而 C = 二。 于 是 ，7 (a) = 二 -arctgo， 


前 面 已 经 证 明 ， 了 (aa) 在 FrF0，5] 上 上 一致 收 化 ， 前 了 4a) 
是 [0 ， 记 1] 上 上 的 连续 函数 ， 因 此 ， 


lim Tt0}= 1 (0), 
好 由 


0y= lim (Earctea )=T, 
即 T(0)= lim (二 -aretge) = 


35. 计算 积分 [1 人 (>0，B>0). 


0 
解 设 a< 了 BB， 显 然 有 


TE -ox ehx? 一 | 2 一 3 
中 


革 


注意 到 当 4 世 y 世 了 时 ，0 之 xe -< 必 xe -ox?, 而 广义 积分 | 


xe -axidx 收 敏 ， 因而 参 变量 积分 | ”xe -ze?*dx 关 于 ?在 Co ， 
8 上 -- 致 收 和 化， 又 因 xe -3*' 在 0 所 xX 之 +00，& 坊 》 二 上 连 
续 ， 故 可 交换 积分 次 序 ， 因 而 


人 如 一 让 站 -ae-hx: 


及 区 


dx | ds [ xe- ymdy 
vu 区 


一 Bp | -YE [ ly lnb 
=| ay 0 并 | 2 ~ 9 ax" 


了 了 学 


38， 设 国 数 了 在 任意 有 界 区 间 上 可 积 ， 并 且 iim Cx) 
4 。 证 明 ， 
lim of eanf( dun 0， {19 


要 下 


证 指 条 忻 ， 痒 在 正 数 工 与 4,， 当 x* 字 A 时 ，| (x)| 志 
上 。 由 于 


| e-og f(x) dx [< fx) ld x, 


+ on 人 [Mi eg 
人 © fdxl<L 4 eo x, 


故 (1) 式 右 端 的 积分 收 贷 。 
任 给 8 >>0， 存在 正 数 4， 当 x 之 A 时 ， 


{f(x)— & <, 
又 因 oj “orendne 1 和 


| eren fd ds- N= 如 [2 eoecf (x) ~ WJ dx 


过 上 
一 一 柯 妆 请 上 
= c(| + 二 jE Cf (a) ~ ld x, (C2) 


对 《2) 式 第 二 项 积分 ， 估 信和 如 下 ; 


| oY es 一 mdx <eo) eroods 


<sc| ”edx= E 。 (3) 


不 内 一 般 性 ， 设 只 有 ~: 个 奇 点 x = 0。 可 以 夺取 7 >0， 
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使 
J illdr<e, 
由 于 了 在 [，_4I 上 党 义 可 积 ， 故 有 界 ， 即 存在 党 数 M， 使 得 


[f(x |MONEX EA). 
现在 可 对 (2 ) 式 中 的 第 一 项 积分 全 昼 ， 
| 
| of ec 一 Adx | 
道 怠 
<o| ee|f (ldx+o | oo ldx 
<olf ceoldxr| “fw ldx| 
十 |aML 一 ed 
oe+ Mle Moe d+|al(l -°° "1, 4) 


由 《3)， (4》 两 式 可 向 育 闪 $8 之 0， 使 当 0 之 5 肘 ， 
就 有 


| 苹 人 ”ee 一 将 ] dx| < 


因此 lim o | eef (dx= 0, 


rot 


27。 设 了 在 (0 ，+ co) 的 任何 诸 二 区 河 〔5， 丸 ] 上 可 避 ， 
且 人 “7(a ds 收 伍 ， 证 明 ， 


tim Ye” fda = [fas 


-= 十 
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证 因 | ”7 (xdx 收 伍 ，， 阅 甘于 x 单调 且 关 于 x ，y 一 
致 有 界 ， 故 内 Abel 判 别 法 知 积分 


| emf ow dx 


关于 了 之 0 一 至 收 化 ， 因 此， 对 任 给 : 六 909， 在 在 0< 过 8 之 A 之 
+ eo， 和 使 对 任意 ”之 909， 有 


Pe jaslee, ee seras|<e. 


对 此 看 定 的 人 >0， 有 4 六 9， 因 ff 让 C8，AJj 上 可 积 ， 故 可 设 
| C2) | 和 有 、， 及 当 X% EE C8，.41 堵 ， 

ORl -ee xy 人 Ay 0 (y->0 +), 
故人 存在 bi 0 和 当 0 必 y < 时 ， 


OR1l -ee Te/HA (x ELL, 4])， 


|” 天 (本 光一 | 站 


<|fa-e “V) fda +|) flix)dx 


上 


| a- fda| + AEE 


Le 


号 


[Te fwdx|< e+e 58, 


因此 lim ew fordx= | fodx, 
yO+ J 0 


23， 设 了 在 (- co0，+ 590) 上 连续 有 和 界 。 令 
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1 0 


证 明 《7 对 任意 xx ， 了 绝对 收 化 ， 


dD lim 2 | f(t) 


yro+ TMT 1 C(x-t)* +y’ 


™ F(x), 


证 (Ci) 设 |jx)j 和 邮 ， 因 


yf(it+ x) [< 

ty Fy 

而 积分 | 二 之-3d1 收 分， 歼 积 分 | Sr 
伍 。 而 


[> Mt ge fr DD i, 
-0 1+? oo 【和 一 下 二 


故 对 任意 ， 都 绝对 收 伍 ， 
《7) 任 取 xy E -ecoc，+eoo)， 由 于 : 
了 人 dt -之 dt 


-- -三 1 
一 ty ty 3 


oo (xo -tty 


TT 


故 有 | zdit— fx) 


TJ fxo 一 站 


区 


-eo {xo~mt) ?+ Yy’ 


J +oo Xn + | 一 [fF 一 fs0) | 

= dt 
a() + | ) rrr 

= 了 十 了 村 
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对 任 给 的 >>0， 因 连续 ， 故 痊 58>>0， 使 当 | <5 
册 ， 
[fxo +D— fx |e,. 


因而 当 Y >》 之 9 =min{8/2，、sxt/2 册 1 上 时， 本 有 


n= to | gc, 
T -vv I+y’ 


对 于 11， 我 们 有 


Ts 2 | di < Ny | 
小 


wy tity TT vy 1 


< 


弟 


_ 2MYY 
~ 


对 于 is 也 有 类 伏 的 估计 式 。 因 下 ， 当 0 < 二 下 时， 


J I 人 
二 一 一 一 -人 ff 一 
| -。 ys 5 YX | <3e, 


由 于 XE 【~ ec， + co) 是 尾 取 的 ， 故 


lim | Dg, 


yx04+ TI- (和 一 由)2 二 


29。 设 了 是 区 闻 C0，.43(A > 0) 上 的 单调 函数 。 证 明 


lim | f (x). 0 dx (0 十)。 


械 “和 十 局 台 


”证 不 妨 设 了 递增 ， 贡 
lim f(x)= (0 +), 
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因此 对 任意 上 之 0，、， 存 在 8 六 09， 使 
Of- TO0+)E, 


我 们 注音 


二 | Sind% dx=| S11 % dx= 
心 x 中 ba 记 


于 是 由 积分 第 二 中 值 定 理 ， 得 到 
个 (x) SS dx 本 (0 +)| 


:1 Xx 


= | | cf Cx) -1 (0 +)3: 


-| 人 |, + ) crco -Fa 1) da 


人 党 SinG XY dx 


SFO) fC0+))| 


SING x dx 


+ CFA -00 +)3||;, 


+EfCAY -1 (0 + xd |, 


Es ww 


Ee ,2 Sin % dx 
6 


oo SI % 
其 中 ,EC0，33，52EL8，AI。 由 |。 -dx 收 敏 ， 可 知 


连续 本数 
ga)=| sinx gx 
在 [0 ，+oo) 上 有 界 ， 设 1 9 C4) | 所 MM， 叉 由 Cauchy 准则， 让 


St0 


罕 no 当 A A! 这 时， 


[alee, 


这 样 一 来 ， 当 4 21,/ 8 时 ， 便 有 


i | 
I [Fo 天 + 站 dx 


2NMerrftA) 一 AIO+) ee， 


, . 
故 lim f (x) dx= {0 +)。 


上 


30。 设 /在 (0，+oco) 上 绝对 可 积 。 证 明 


Jin [fonsinnadr= 0., 


Ro 


证 四 了 在 (0，+oco) 上 绝对 可 积 ， 故 对 任 给 s。 > 0 ， 存 在 
4 >0， 使 得 


{lw ar<t. 
4 oo 
于 是 下 flx)sinnx dx 
SI) fensinns dxl + 5, 
自 | | 


先 设 了 在 (0 ，-41 中 无 奇 点 。 在 (0 ，.A4] 中 括 入 分 点 
0 =fo 人 ti in. lm = 4, 


并 设 了 在 Ciw_1，tw] 上 的 下 确 界 为 rr ， 则 有 
s41 


4 m a 
(Cx) sinn% dx » (Cx) Sinn ud % 
(f 区 芝 己 和 名 9S1 


族 FE + 4 
= 到 | | CFEnY ~ msiptad s+ Sl my | sinnxd wp 


和 至 1 yi 
从 而 又 有 || fw)sinnx dx 
< or Ap+ Sim eosmtt., ~ cos nts|, 


9 。 评 
实 之 ohQf+ 让 之 jl, 
=1 =1 


其 中 心 为 了 在 Cts-1，!# 上 的 据 幅 ，Afx= tf 一 tk-1。 


| Born his|<e/3. 

R=1 

对 于 这 样 的 国定 分 划 ， 立 |mx| 为 一 定 值 ， 因 而 存在， 当 
之 #10 时 ， 恒 有 


9 im 
到 Slml<e/3, 
站 =1 
于 是 ， 对 上 述 所 选 陪 约 n0， 于， 
of Osions dx) AGOsinns dx| 
+ || fC)sions dx| 


< 要 os Ant 二 Dlml+| GD1d 
六 fr 二 + 下 I | 十 入 * 
Kp “4 
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上 EE ， 已 
站 一 十 一 过 已 
本 + 本 二 本 


项 Hm ("fonsinnzdy ¢，, 


fp 


其 次 ， 设 了 在 《0，4] 中 高 奇 点 ， 为 简便 想见， 不 妨 设 只 
有 一 个 音 点 ， 且 为 = 0 。 于是， 对 任 给 上 >>0 ， 存 在 1 >>0， 


使 得 
{fw idx< 二， 


由 于 了 在 [1 ，.4 上 无 奇 点 ， 履 度 用 上 述 结果 可 知 存 在 z,， 使 当 
n hot， 恒 有 


人 Geosinsxax|<s 
和 XSinnx ox < 本， 


于 是 ， 当 #4 半 no 时 ， 有 有 


[fonsinna dx 
<[ [fx) |dx + | fsinns dx| +| | filx) [dx 
0 n | 
E EE EE 
一 十 一 -十 -一 二 
< 3 3 7? 


即 lim [fodsinmda= 0 ， 
Re ~ 
31。 设 了 是 区 间 [0，11] 上 人 如下 估 壕 续 函 数 , 证 明 极 腿 
, [ 1 I oo , 
im {| Cf 3rdx] 存在 [22.，1974， 卫 ，171- 172)。 
直 -站 1] 


S43 


证 令 F(e) = | cfdx, 我 们 将 要 证 明 


lim Fo) - | mrcoam 
be 0 


+ 


从 而 由 指数 函数 的 连续 性 可 知 


lim CHOYYI!e = pd olnf Cr)dx 


[a 


因 f 在 [0，1J2 上 正 值 且 连 续 ， 故 存在 常数 加 ， 村 ， 使 
0 mx)EM (OO0LxE1) 


因此 ， 对 性 意 8 半 0， 殉 数 9 Cx，0)=[f (x)J" 和 Dg(*， 
oa)= CFR"lnf tx) 在 [0，11xi~64，4] 上 都 是 连续 
的 ， 从 而 FF 在 & = 0 可 微 ， 且 可 科 分 号 下 求 导数 。 令 G Ca) 
=lnF(oe), 则 FC(0)= 1, G00): 本 有 目 


GAR) 


lim = |i01 人 人 * ) 一 全 (0) = 他“ 《 ) 
让 Cr 站 -> 也 以 
= (D0) | nf (Cd, 
nt0) -0 
反 例 


1, 两 个 累 次 积分 存在 而 不 相等 的 钙 数 ，。 
YY 0<X< Yl1, 
设 xyy)=0 -x 0<y< 7Yc 1 


他 [LO 1Jx[C0, 1 1] 中 的 其 它 的 点 。 
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对 于 0 了》 之 1， 有 


! dx dx 
jepaz=|， yr | 


因而 | ay 二 Free ydx= 1, 
| 同样 地 ， 对 于 之 x 之 1， 有 


1 委 
je wdy= -| | 1 
0 0 革 on 昌 


因 市 | ex | Am ydy= — 1. 


可 见 [ax | rw Way#) dy {fr dx, 


2. 卫 个 果 次 积分 存在 且 相 等 ， 但 一 重 积分 不 存在 的 函数 。 

设 x 为 一 有 理 数 ， 则 可 把 它 表 作 pw/yw， 其 中 ppw 与 9s 是 互 质 
的 整数 上 且 gw> 0 。 今 在 正方 形 吕 = [9 ，1I]x50，1} 上 上 定义 诅 
数 斌 如下， 


1 {es 了 ) 汐 有 理 操 和 且 9w= ys 
0 ， 其 它 情形 ， 


我 们 先 证 了 在 妃 上 的 两 个 扶 次 积分 霸 存 在 且 相 等 。 
于 实 上 ， 对 固定 的 yEfE0，1]， 当 > 为 泡 理 数 时 ， 下 【和 


= 于 (ZX，2) 尖 bb， 从 而 


fx, -| 


| flx, ydx= 0., 


而 当 y 为 有 理 数 时 ，》 可 表 作 /1 ， 而 分 母 等 于 9 的 有 理 数 不 
5 


超过 ? 个 ， 所 以 至 多 在 9 休 点 上 ， (xz 2- 了; 而 在 其 它 的 
把 上， YY，y)= 0。 由 此 可 包 ，mCr)= (xy) 在 [0， 
IJ 上 可 积 ， 且 


| re Wdx= 0. 
总 之 ， 对 尾 一 ?Er0，11， 醒 有 


| Am ydx=0, 
' 1 1 
从 而 | dy | fx, waxe 0， 
外 站 


同 理 可 证 | .ax | re wdv- 0. 

为 证 让 在 万 上 的 二 重 积 分 不 让 在 ， 我 们 只 要 证 明了 在 刀 上 无 
处 连续 即 可 。 为 此 ， 令 

C= {7 (为 DD 中 的 有 理 点 且 gs= cv， 


易 证 ， 宫 在 呈 内 稠密 ， 半 号 中 和 伍 一 开 算 形 (ga，6)yxtc，4d) 
都 含有 全 的 点 ， 这 里 0 和 5 < 二 1，0 和 县 eds 主 事实 
上 上 ， 对 x 办 上 的 区 间 50 ，13 作 等 分 ， 
2 等 分 ，3 等 分， 昼 ， 1 等 分 :…， 依 下 整数 到 作 下 去 ， 测 必 
存在 正 整 数 和 NN1!， 合 
liNi<b-g., 


于 是 ， 当 #1 六 和 Nl 有 时， 对 任 一 1 等 分 , 必 有 一 个 分 点 落 在 (oa, b》 
之 中 。 没 此 分 点 为 ?rn 2 ， 邑 有 点 集 {rai nn ;R= Ni Ni+t+l， 
"*} 包 含 于 CG， 上 5) 之 中 ， . 

同 理 ， 丰 在 正 刺 数 N,， 使 1/N: 之 0-5， 当 #8 六 ;时 必 
有 藩 在 (ce ， 内 的 分 点 rn/#。 于 是 ， {rin: n=Nss Ns+ 
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工 ，… 寺 有 成 (2 ， 让 的 巴 集 ， 
取 m=maxdiwi Ws}， 虹 帮 
ma/n =n Not Ts, nlcta, pb), 
Tray 上 二 Po fot Ts mCte, of), 
由 于 素数 是 无 穷 多 的 ， 所 以 在 nr 之 后 的 让 整数 中 必 有 素数 9 ， 而 
mq/f 9 ，rgf 9 稍为 不 可 约 分 式 ， 它 们 分 别 洲 在 (a ，6&8) 与 (2， 
人 ) 之 中 ， 亦 肛 
maf gs rofo) E(ta, 0b) x (Ce, oD), 
因此 ， 人 在 品 中 称 淮 . 
荐 {*， ECG， 则 (x ，3)= 1， 用 于 (x 23) 的 性 一 
邻 域 者 高 有 站 入 GG 的 点 ， 站 这 种 点 1.， 抽 数位 等 于 零 ， 所 以 了 在 


. 如 上 处 好 不 连续 . 
车 {x*,，yY)EDNG， 网 fx ，2)= 0。 由 于 [在 DD 内 科 


密 ， 所 以 《xx ，3)》 的 尾 一 邻 域 都 含有 局 的 点 ， 在 这 种 点 上 ， 参 
数值 等 于 1， 因 而 了 在 门 作 G 上 也 处 处 不 迄 续 。 

总 之 ， 我 们 已 经 证 明了 了 在 姜 上 和 基 处 连续 ， 从 面子 在 总 上 并 
不 可 积 。 

这 个 例子 是 册 Fringsnelmc67 作 出 的 。 

3 .二 重 积 分 存在 而 丙 个 肾 次 积分 都 不 存在 的 画 数 。 

设 % 为 一 有 理 数 ， 则 将 它 表 作 正 分 母 的 医 约 分 数 后 ， 分 母 表 
示 为 gs 。 今 在 正方 形 刀 =f0，13xf0，123 上 定义 函数 加 
下 + 
l/gw+ liqy， 区 各 闻 都 是 有 理 数 ， 


0 ， 其 它 情 形 ， 


兹 证 上 在 万 上 是 可 积 的 。 为 此 ， 我 们 上 先 来 证 明了 在 了 中 企 一 
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te, | 


无 旬 点 处 连续 ， 而 在 其 余 点 处 也 斯 。 

事实 上 ， 设 (xo，y0) 为 如 中 的 任 一 无 再 点 ， 对 于 任 给 的 8 
之 0 ,具有 有 限 个 小 于 或 等 了 生 2/: 的 十 整数， 因此 ,使 得 1 /gw 之 
1 2 ， 1 /9v 之 /2 的 有 理 数 x = ps'g.，》= pv/Qy 只 有 有 限 个 。 
于 二 ,存在 xo《 注 意 ，xo 是 无 再 拖 ! 》 的 8 一 邻 域 ， 使 得 证 
合 不 等 式 1 /9s 之 812 的 有 理 数 x 全 在 35 -名 城 之 外 。 同 样 ， 由 
于 yy 也 是 无 理 数 ， 故 存在 yu 的 一 僻 城 , 使 得 适合 不 等 式 1/ gqy 产 
t /2 的 有 理 数 全 在 5 一 分 域 之 站， 内 此 ， 存 在 xo，Y0) 的 一 
个 7 一 邻 域 ， 在 这 个 邻 域 中 ， 若 {x ，》) 为 有 型 虑 ， 则 1/9w+ 
1 19v 之 EE; 车 (XxX，3) 不 是 有 了 表 点 出 f(x，》)= 0; 而 在 
Cxo yo》 姓 ， 了 (xo，wo) = 0， 开 此 可 知 ， 当 点 《2 ， 3 ) 沙 
在 {xo，Y0o) 的 1 一 领域 时 ， 访 有 有 


|f (x, 3 一 于 (xn yo) e 8. 


于 是 ， 了 在 用 中 无 理 点 上 的 连 桂 性 得 以 证 明 ， 
设 (%o， 0) 为 也 中 的 任 一 有 百感 ， 则 


/xo 70) 二 1 /qo 二 1/9y, = 之 0(r 为 一 定数 ) ， 
因为 (x，yo) 的 任 一 8 - 邻 焉 中 邦 含 有 无 理 点 (x ，》) ， 在 这 
种 点 Etxz，3)=0， 所 以 当 取 :0<e< 所 rr) 时 ， 就 无 法 使 
IF Ox YY— flxo, vi 


成 立 。 因 此 、f 在 呈 守 的 有 形态 上 不 连续 ， 

设 (xo，yo 》 胃 也 中 任 一 其余 的 点 ， 即 xo，yo 不 全 为 有 理 
狼 ， 世 不 全 为 无 理 数 ， 不妨 设 x0 汶 有 有 理 数 而 y 为 无 理 狐 ， 此 时 
Ftxo yo)= 0 在 (xo，y6o》 的 任 一 8 一 分 域 中 者 有 有 理 点 
《xzoy，3)， 在 这 种 氮 上， 有 


f (xo, =1 /gq tl/gqr>l/ du > 0 


pT .| 


于 是 ， 当 到。 (0 < s。 <1/g。) 时 ， 就 无 法 使 

| (xo, Yo) = flxo, ye 
成 立 ， 因 此 ，f 卫 在 (x,6，y 10) 处 不 连续 ， 

开设 TJ 为 刀 =t0，1ix[50，11] 中 的 全 体 索 理 点 所 成 之 

集 ， 而 卫 与 1 分 别 为 x 轴 上 的 区 间 50 ，13 与 了 轴 上 的 区 河 [9， 
1 中 的 全 体 匹 理 点 ， 则 有 

了 一 了 了 
国 mI=miixmfs= II 越 中 (了 7) = 和 0 柯 见 了 在 站 上 的 不 
连续 点 所 成 之 集 其 测度 为 等 ， 又 ，/ 在 万 上 上 有 界 。 因此， 在 刀 


土 是 可 积 的 。 
最 后 ， 我 们 证 本 了 在 总 荆 的 两 个 陛 次 积分 都 不 存在 ， 从 而 丰 


能 把 了 在 万 了 上 的 二 重 积分 作为 累 次 和 分 共计 算 。 

我 们 性 意 回 定 ?Ern0，13]， 当 3 为 有 理 数 时 ， 必 为 一 确定 
的 正 整数， 上 用 有 
liqyt lidy, x 为 有 理 数 ， 
0 ， Xx 为 无 理 数 
易 网 ，P (x)= xz，3) 在 FT，11 上 无 外 连续， 从 而 中 在 
LO0，1] 下 不 可 积 ， 也 就 根本 谈 不 上 了 在 D 上 的 黑 次 积分 。 对 于 
国定 的 x E50，112， 也 有 同样 的 结果 ， 

注 ”我 们 有 如 下 的 命题 ， 设 {x，》》 是 定义 在 矩形 DD = 
Cao， bjx[Lec，,， az 二 的 函 多 ， 如 昌 

《i) 二 重 积分 


Ie ydxdy 
Db 


re -| 


存在 ，。 Ci) 对 每 一 x Eia，5]， 单 积分 
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1 (x) = ff Cw ydy 
世 窑 在 ， 那 么 黑 次 积分 

faa ff oa 
同样 存在 且 等 式 


[le% y}ydxdy= | | ye ydy 
D 


成 立 ， 
本 辣 反 枫 2 与 反 司 3 表明 了 命题 中 的 条 件 (i 站) 与 《6) 是 
互相 独 芷 的 ， 
4 ,二 重 积 分 不 存在 ， 击 只 有 一 个 佘 次 积分 存在 的 静 数 ， 
在 r0，1]Jx50，13 上 定义 函数 了 如 下 : 
1，x* 沈 有 翰 数 ， 
2yY，% 为 无 所 数 。 
于 是 ， 对 性 一 % ELO E 1 ), 恒 上 有 


fx, »)-) 


| ee dy= 1, 


从 而 | ax| #0 Wdy= 1, 


但是， 对 十 固定 的 天 1/2, 函数 中 (< = 了 (x, 少 ) 在 区 间 [C0， 
13 土 泡 处 连续 ， 固 而 中 4x 在 【0，12- 上 并 不 可 积 ， 帮 了 次 
积分 


fly ou 


了 5 


不 存在 。 

又， 不 难看 出 ， 当 了 1/2 遇 半 为 无 于 数 时 ， 了 让 丽 (2， 
3?) Erfro，13xfr0，13 不 连续 ， 而 这 各 点 的 全 体 所 成 之 桌 其 
测 庆 为 1， 困 而 了 在 [0，13xfr0，13 寺 并 不 可 积 ， 

5. 二 重 积分 存在 ， 但 只 太一 个 累 次 积分 存在 的 到 数 ， 

下 x 为 一 有 再 数 ， 则 特 它 老 作 正 分 旺 的 既 药 分 数 后 ， 分 典 霄 
示 为 gu。 在 辣 =[0，13Jxf0，13 定 兴国 数 了 如 下 ， 
179s，〈# ， 了 ) 为 有 理 融 ， 

J 3 其 它 情 开 ， 
易 见 ，f 在 呈 土 的 不 连续 点 只 有 可 数 个 ， 因 而 了 在 上 可 积 ， 且 


| flix, ydxdv= 0. 


对 尾 意 》 EITO0, 1]， 若 了 为 无 理 数 ， 刚 站 (xx)= 了 (tx, 
?1E0， 具 而 


f(x, ») 


| Fex， ydx= 0。 


车》 为 有 理 数 ， 则 
i 为 有 理 数 ， 


Px)= f(x, »-) 
， 0 ， X 为 无 理 数 。 


此 时 也 有 | .PC dx= 0 ， 


- 


总 之 ， 对 任何 》 E50 ，13 都 有 | f(x，y)dx= 0， 所 以 
得 到 
| ay| fe wdr= 9. 
& 站 
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另 一 方面 ， 当 xoeGrL0， 1 ] 且 > 为 有 有 班 数 时 ， 
170a ， ?了 为 有 理 数 ， 
0 ， >》 为 无 理 数 ， 


由 于 外 Cy) 在 [0，1) 上 无 处 连续 ， 从 而 它 在 C0，12 上 不 可 
积 ， 故 果 次 积分 


(yy)= (x, -| 


| az| fc, ydy 
也 就 不 存在 。 


6. 一 个 发 散 的 广义 二 重 积分 ， 它 的 两 个 果 次 积分 都 存在 ， 
第 一 例 “考虑 广义 二 重 积分 


|| “drdy, 
TD (xt+tyy 


这 里 ，D= 1x， y): 0x1，0 守 了 1}. 令 K(Es， 
E'》 是 图 8 一 2 所 示 的 闭 集 合 ， 它 是 出 Di， 刀 ; 同 个 部 分 组 成 ， 
计算 累 次 积分 ， 得 到 

了 


图 8 一 2 
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{2 sd < dy 
-| {| (6 dy 


= -i dy 
“Hy (Xty) ea ol+y)* 2 


类 似 地 可 得 
j ,人 i d= 1. 
另 一 方面 ， 
Ki er > [dady 
| ys Xd Ys, 


-ww " 
的 ~ 十 [二 | 1 x= tne; 
(x+ YT Xu £4: 


~ 地 XY 1 
Cy -| dy -一 一 ng 
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如 果 8 =e/， 当 8 0 + 时 ， 则 天 (es ，s') 上 收 钙 于 DD， 且 二 
蝇 积 分 如 极限 住 为 D0; 如 时 EE 2 2E, 5 -0 十 于 ， Kuie, 25) 
收 语 于 站， 且 二 重 积 分 入 极限 值 为 2/4。 因此 , 广义 二 重 积分 


人 
7 XY 


发 散 ， 
第 二 例 在 D=[1， too)x[1,，, +00) 于 定 闵 函数 


如 下 : 


x 
f ix, 了 1 2 
则 
+ oo th A 人 f 日 jy 
(ar) 1y=| jy 
- -| - 一 工 
! 1+x’ 4” 
人 人 2 一 y? dx | 
1 ry) ty 4 
本 见 了 在 石上 的 两 个 累 次 积分 都 收敛 。 
其 次 证 明 广 义 二 重 积 分 
_ Py jxdy 
7 (xt+ 果 2》 


改 散 ， 为 此 , 令 Di={(x*，Y): 1X 志 b， 1 yb}， 
当 台 过 +50 了 时 ， 口 ;1 趋 于 DD。 此 时 


: 站 h ? 
[|11m I' 入 一 多 -dxdy = [inm1 | dx | dy 
5 (x? + 各 和 pr 1m dl 1 (x? 9 2 
1 
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fb 1 
= 1 -一 -后 
i | 仿生 ”2 十 i) ~ 


bt 


= lim (2arctg1 — arc tg rth) 0 。 


b+oo 
吉 后 再 人 DDs = {xX，3)! 1X2 1 yb?， 渗入 
+ so 时 ， 口 : 赵 于 喇 ， 此 时 
从 一 了 - 11 | dx 
lim [i -dxdy= im | (0 7): 


od) (xt y*)? 
b+ 万 【 了 


= jim (arc tg 2 — arc te2b — Aart 8 Tarc te 1) 


hh + 


= sretg 2 一 本 过 心 。 


和 2 一 2 、 
可 网 积 分 | Cy dxd yy 发散， 


7. 广 义 二 重 积 分 | | f(x，》) dxdy 存在 ， 且 对 每 “6 
C0 ，17， 积分 | 了 (x，: )dy 存 在 ， 但 黑 次 积分 | dx | f( 


%Jdy 不 存在 的 函数 了 。 
在 C6， 1JxL0， 13 上 定 习 函数 子 如 下 : 
3， 区 一 《2 一 1)72 3 上 日 人 0 过 3 过 17 39， 于 
fx, YY) = ls Qe "Ss ml 2 2 
0 ， 其 它 情 形 ， 
对 性 章 。 之 0， 在 乱 形 C0，12xCs，12 上 ， 函 数 王 只 在 有 限 
个 直线 段 上 ( 即 油 是 1/2" 之 的 直线 臣 > = (2m 一 1 yj2* 上) 异 
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于 0， 故 


i jx, ydxdy= 0., 
Co, 1 x Ce, 19 


令 z 0， 就 得 到 


flx, yydxdy= 0. 
CO 1 X CO, 1 
另 一 方面 ， 任 取 x Er0，13] ， 此 x 和 关 (2m -1)/2*， 刚 
fx, ») 三 0， 从 而 
v(x) = | fo ydy= 0., 


洲 = (2m 一 1)/2， 则 
I 
1 -hh 
vx)=| fx, wdy=| fir Wdy=1, 
0 
关 此 ， 对 每 一 x EC[0，11， 积 分 
| fe Way 


存在 。 由 于 形 如 避 m 一 1) /2 的 点 的 全 体 在 [0，12 内 是 稠密 
的 ， 所 以 x) 在 C0，1J 上 沈 寻 连续 ， 从 而 累 次 积分 


fa fre om 


不 存在 ， 
注 对 于 第 义 二 重 积分 ， 我 们 有 如 下 的 命题 ， 设 耻 (2% ， 7) 
是 定义 在 矩形 如 = [Ca，683x[c，dJ 上 的 应 数 ， 如 果 
(1) 二 重 积分 || f(x，》)dxdy 丰 在 ， 
5 看 


CT) 对 每 一 x Era，57， 音 科 分 
六 
1 ‘x)=| fx dy 
也 和 存在。 那么 时 次 积分 
jx fx, wdy 
必定 存在 ， 且 等 式 


| (x 4 dady=| dx| flix, yydy 
如 


成 立 。 上 述 反例 说 明了 对 于 广义 二 重 积 分 而 言 ， 相 度 的 命题 并 不 
成 立 。 

3. 加 数 了 (tx) 与 9《3》)， 它 们 分 别 在 0 所 x 之 +o0 与 0 守 
之 +oo 上 广 沁 可 积 ， 但 f(x)9(3) 在 C0，+co)x[0,+co) 
上 并 不 广 闵 可 积 . 

在 1 =[0， 二 590) 上 定 尺 函数 

Fx) = sin w/in, 2 (no 1) Tn 天 着 ， 2 ws 
又 在 天 = [0 ，+co) 上 是 浆 琐 数 

gC =sin vy/n, 2 G1) TY nn HH= 1 2 
并 仿 h (xy y= GV) tap ES XIa。 


易 见 ，f《(%*) 与 9 (3 ) 分 别 在 盖 与 1 上 是 广 记 可 积 的 ， 且 其 积分 
值 为 0。 

兹 证 站 (xx，?) 在 7 x 了 7: 上 并 不 广义 可 积 。 

事实 上 ， 如 果 有 (x，2》) 在 IT x7， 上 是 广 闵 可 积 的 ， 那 么 ， 
由 于 广 闵 二 重 积分 基 一 种 绝对 收 仑 积分 ， 这 有 茵 于 广义 一 重 积分 
《参看 -43] 已 ，223 一 225) ， 因 而 | h(x，3) | 在 xT 上 也 应 
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当 是 广义 可 积 的 。 然而 


. 23n7 FZn™ 
lim | | 上 Ra vy) |daxdy 
oD 0 

TC 


| 


. 二 坦 开 . 二 
lim | f(x) (lin | 1g(W lay)dz 
WH- Pm 


} 


. 2 i siny| 
lim |， lf ix) | (in 内 | dy )aa 


mo 2 {KR- 177 


hn 


2 
lm | fd | (im > - )dx= +eo。 


好 + 一 OS -- 


因此 ，| Gx， ?| 在 万 x 了 上 并 不 广 六 可 积 , 从 而 h(x，》》 
在 7; x 了 上 也 不 广义 可 积 ， 
9 一 个 间断 函数 ， 使 9 《7) = | f(x。》)dx 是 连续 通 


数 ， 
设 f(x，3)=:sgn(x 一 》)， 并 令 


9 (2 = | fr, vydx, 


因 积 分区 间 为 0 入 * 志 1， 故 当 》 导 时， 了 (x， yy)= 1 而 
当 0 之 1 时 ， 


— 1， XY 
f ix, J) = 昌江 一 
1 Ys 
当 ? = 1 时。 
一 二 ， Y< 妇 .1， 
ftx, 了 = 
D0, x=1; 
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当 ? 了 > 工时 ， 1 ix, 341 -一 11]. 内 此 ， 当主 时 ， 


1 
(= | 1dx= T 


当 0 < 之 了 < 之 1 时 ， 
Y 1 y 
op Cy)=| fx dxt | f co mas=| 《一 1)dx 
0 Y v 


1 ， 
+| ldx= 1 ~2ys 
YY 


.当主 1 有 时 ， 
7)={ (1dx= 1, 
心 


合并 以 上 结果 得 


1， 和 入 :0 ， 
PY)= 1 一 2 0 之 之 1， 
一 工 ， 4 ] 
易 见 ， 中 是 连续 函数 。 
10。 存 在 函数 了 ， 便 9 (7) = | 7 (>，?)dx 是 间断 函数 。 


设 半 ix，3)= 3 +2 ， 刚 


1 J ] 
v9)=| i 4c ty 
硫 pO0+)= lim PY) 
Ot+ 
又 站 (0)=0， 可 见 中 在 2 = 0 处 是 问 断 的 。 
注 车 在 D=[C4,， blxLc， 上 连续 ， 则 
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b 
Pp | flxs Wdx 


在 rc ，dJ 上 连续 . 反例 10 说 明了 在 这 个 命题 中 ， 下 在 中 上 连 绩 
的 条 件 是 不 能 去 掉 的 。 本 全 反例 9 则 说 明了 这 个 条 件 也 不 是 要 
的 。 

11 ,不 能 积分 号 下 求 导 数 的 参 变 量 积分 。 


设 f (x，》)=1nV s+ y*， 并 令 
中 (= I ty ds 
申 


在 积分 号 下 求 导数 ， 就 得 到 


| -a_ny/ 殉 + 殉 dx=| -2 dx 0 。 
0 Oy y= o ny 
另 一 方面 ， 我 们 有 

v00)=) Inxdx= — 11, 

0 
受 当 了 #0 时 
-w=1 1 2 
po 


= Lint 2 ， 1 
n+ vy) i+ yarcte— 
2 y >» y? 


所 以 


0 二 了 
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工 lnx1 rT y+ yarc tel 
一 lim -一 一 -一 -一 0 一 一。 
+ JY 之 


同 理 可 得 (0 一 ) = -了 由 此 可 见 ， 作 能 用 积分 导 下 求 导 数 的 


方法 来 计算 m0 )。、 
注 车 ff 在 D=Cca，bjx[c，,，d] 上 有 定义 并 日 是 连续 
的 ， 六 在 呈 上 出 巡 续 ， 则 当 5 之 了 之 时 ，Leibniz 公 式 


od 时 也 
fm ads) fs, wd 


为 真 ， 上 述 反 例 中 的 函数 ln x 在 (0，0) 处 不 连续 ， 这 说 
明了 f 在 史上 连 语 的 条 御 是 不 能 去 挤 入 |， 
12。 竹 在 连续 转 数 了 上， 使 PCy)= | f(x， y)dx 是 闻 
断 函 数 . 
在 万 =[0，+ec)x[r- 2，20] 上 让 交 函数 了 
sft1 一 27xfx x 基 0。 
fix, -1 


也 ， 
1 一 x 三 从， 


易 见 ，f 在 吕 上 连续 ， 考 察 积分 


to sin(l ~ yx 


vy)=| 


0 x 
当 |21= 工 时， 中 (3)7=0。 当 |yil< 1 时 作 变 换 +t 上 =(1- 
37 风 


v9) =| ! 


3561 


当 | 了]> 工 了 时 ， 作 变 搞 1 = 一 《1 一 ya， 央 


p(y) = | (- 2 jaf= -二 。 


帮 中 (3 ) 在 > = 土 1 处 不 连续 。 
注 着 在 Ca，+o0) x fc，d) 上 连 绪 ， 且 积分 (+z 


y )dx 关 于 ?在 区 闻 [5e ，d3 上 一 致 收 伍 , 则 积分 | “7Kx 27 ds 
是 ?在 区 闻 5 c ， d3 上 的 连续 函数 。 上 这 反 鲍 说 明了 在 这 个 命 辆 
中 ， 积 分 | “了 (>，3)dx 英 于 ?在 区 加 [ec ，d3 上 -~- 致 收 敏 的 
条 性 是 不 能 去 掉 的 。 

13. 不 能 在 积分 号 下 求 导数 的 广义 参 变 导 积分 ， 

考 枉 积分 (0)=| ”2 
当 & = 0 时 7)= 0 当 x>0 时 ， 令 oo= >， 册 


二 on siny 1 ， 
6 y J 3 


| 


而 当 & 之 0 时 ， 令 0Qx= 一 了 》， 册 


tee 人生 和 - 


7(a)= -| 


由 此 可 风 ， 当 天 0 时 Co)= 0。 及 六 0 ) 不 存在 。 
男 一 方面 ， 当 & 关 0 时， 积分 
| 2 (Sm) dx=| coaxds 
0 如 应 如 0 


未 存在 ， 变 汪 能 用 积 秀 号 下 或 愉 数 的 方法 来 计算 (0)，。 
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注 有 如 下 的 Leibniz 甘 则 ， 设 了，3) 与 F(CZ，2?)》 都 
在 Ca，+ oo) x Cc ，d3 上 到 续 ， 积 分 | “f(x，>)dx 在 在 ， 
fo x, ydx 美 于 3 在 区 间 C¢、 4 上 上 一 致 收 敏 ， 册 了 Cy 
=) ”7 (zx， y) 在 [ec ，d] 上 可 导 ， 胆 


Eh vas) fe Was 


上 述 反例 说 明了 不 Leibsiz 法 则 中 ， 积分 | fv (x，2) dx 


关于 了 E56，d 2 上 一 致 收 颌 的 条 件 沾 包 去 挥 ， 
14 ,一 个 一 致 收 伍 的 参 变 其 积分 ， 不 能 以 与 参 煞 无 关 的 收 伍 


积分 为 优 函 数 。 
所 请 在 在 着 与 参数 无 关 的 收敛 积分 作为 被 积 隙 数 伍 (x, ) 


的 优 熏 数 ， 是 指 存在 着 函数 中 (xx )， 名 对 一切? ， 不 等 起 
tx，37)S 中 1x) 


全 成 立 县 积分 | ”中 《xdx 收 伊 。 
今 考 虑 积分 


i 
T=| 一 。 二 )) dx (OY1), 
我 们 先 来 证 明 积 分 了 是 一 至 下 级 个 。， 为 二 ， 必 变换 上 =1/y， 则 
CR 


我 们 只 训 证 明 对 于 任 给 的 8 疡 0 ， 在 息 全 与 《1 近世 +50) 无 
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十 5 一 拉 ( 和 一 的 3 
已 da 到 
上 |p 在 


为 了 这 一 日 和 的， 我们 再 作 变 换 # :- 1 (x 一 +)， 则 


十 Oo | + 
M Jef -tt) 


现 分 三 种 销 形 米 讨论 ， 
Ci) 设 1<+<M/2， 则 因 | “edu 收 伐 ， 故 存在 正 
数 条 1， 当 计 > M1 时 ， 有 


之 


《ii) 设 型 /2 安安 对 ， 则 存在 正 数 对 i， 当 于 之 好 :时 ， 
就 有 


Cut) 设 + 之 MM， 则 当 村 六 sy 时 ， 束 有 


1 『+ oa 一 | ea i NT 
=. a < dua Es 
| pe Py) = 


因此 ， 当 村 之 max{M1， 邮 :} 时 ， 可 使 


十 oo 二 
| ft dx ge, 


即 所 论 积分 对 是 一 致 收 化 的 . 
1 _ 2 
男 一 方面 ， 不 存在。 y《* >y) 抽 优 耳 娄 p(x), 事实 
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上 ， 若 取 y= 1/x， 亦 即 x 一 1/3 = 6， 网 由 
-去 (人 
得 到 9 (x )2 1， 因 而 积分 | ”9 (x) dx 发散。 于 是 不 能 用 优 


函数 的 方法 来 证 明 积分 了 的 一 致 收 伍 性 . 

15, 一 个 曲 而 , 它 的 内 按 多 面体 的 面积 不 收 第 于 它 的 面积 ， 

下 面 的 铺子 属于 >chwarzr732 。 

考虑 一 个 半径 为 1， 高 为 1 的 正太 疆 面 3 。 我 们 按 下 列 方式 
在 9 内 作 内 接 多 面体 ， 在 图 柱 击 SS 上 作 # 个 等 中 间隔 《 相 中 为 
1 /nn》 册 图 局 ， 将 每 一 置 辕 分 为 ;有 段 相等 的 历 弦 ， 并 使 每 一 辆 
缉 的 庙 成 写 上 下 站 邻居 周 上 图 强 的 中 反对 齐 ， 

汰 咸 由 下 列 三 角形 组 成 的 多 面体 ， 这 些 三 角形 的 两 个 顶点 研 
是 上 述 图 强 的 两 个 端点 ， 而 其 第 三 个 项 点 是 上 而 《或 下 苞 ) 相 邻 
圆周 上 与 此 加 就 中 点 对 齐 的 端点 。 

这 些 三 角形 构成 一 个 内 接 于 5S 的 多 面体 门 mn， 这 个 多 面体 由 
2 mn 个 三 角形 组 成 ， 每 个 三 角形 的 鲁 积 为 


Te 1 ( 开放 为 
:in 二 (人 十 人工 0 lL 国 


名 而 中 ,的 面积 等 于 


40 om) = Dr Sin 一 (= 上 -{1 cosT) ] 二 


= pmnsin. [2 士 则 sd - 一 | 去 | 
汉人 2 
现在 ， 令 f 及 站 趋向 无 穷 大 ， 则 多 面体 Ps “趋向 8”。 首先 我 
们 注意 芭 
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lim inf 站 (32 7, 


Li 


这 是 因为 2 msin Es 十 二 Sir | EE 
P11 pp 


2 


NS1N.. 重 -二 Dp i 
i 4 


TT 
一 二 2T 
+ 


及 lim 2477 sin 
n 


天 


其 次 ， 我 们 来 证 有 明 ， 确 实 有 


lim In) ~ 2 7 . 


撞 ， 庄 -ec 


为 此 ， 信和 绍 = 一 如， 则 
(二 si Es 十 省 in 二 | 去， 
Hn? 


所 以 lim A(Pm) = 2 


i ， 持 ->c 


位 次 选取 与 m 相 比 呈 够 大 的 x# ， 则 我 们 可 以 得 到 任 登 大 于 2 
的 极限 。 事 实 上 ， 若 选取 1 = m*， 就 得 到 极限 + 22。 这 是 因为 


.4 mms} 一 Dm4sin 一 二 sin’ 一 去 
. mm 2 0 
及 lim At{Pnm3) = + oo, 
HN = 


注 “上面 的 例子 告诉 我 们 ， 与 曲线 弧 长 相 类 伺 的 定义 对 定 艾 
湖面 的 面积 是 不 适用 的 ， 


了 看 看 


[9 
L107 


[113 


. [12) 


[13) 


C141 


C15) 
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